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Das Schalifeld eines Strahlers 
in einer Mediumschicht mit schallweicher 
und schallharter Begrenzung 
Von H. Stenzel 


(Mit 17 Abbildungen) 


_ Übersicht: 1. Die Ableitung der allgemeinen Formeln. — 2. Das 
FP serail und das Schallfeld auf der Symmetrieachse. — 3. Die Be- 
rechnung praktischer Beispiele: a) Das Nahfeld eines Strahlers unter dem 
Einfluß einer schallweichen Begrenzung (große Wassertiefe); b) Das Nahfeld 
eines Strahlers unter dem Einfluß einer schallweichen und schallharten Be- 
grenzung (geringe Wassertiefe); c) Das Fernfeld eines Strahlers bei geringer und 
bei großer Wassertiefe. — 4. Die abgestrahlte Schalleistung. — Zusammenfassung. 


1. Die Ableitung der allgemeinen Formeln 


Wir legen einen Strahler nullter Ordnung zugrunde, der klein 
zur Wellenlänge ist. Die Bewegung der strahlenden Fläche F soll 
durch den Verlauf der Geschwindigkeitsamplitude der Membran: 

(1) tp = we-tmt 

gekennzeichnet sein. Das Schallfeld wollen wir durch die Schall- 

druckamplitude beschrieben Dann ist im allseitigen homogenen 

Medium die Schalldruckamplitude p, für den Be 4A im Ab- 

h: 

stand R gegeben durc | 


% 


(2) =e 


befindlichen Aufpunkt. Und zwar ist: nets 

«F- 
Ferner bedeutet c-o (das Produkt aus Schallgeschwindigkeit und 
Mediumdichte) den Schallwiderstand des Mediums, 4, die Wellen- 
länge und » = 2an die Kreisfrequenz. Die Größe x/2 im Exponenten 
bringt die Tatsache zum Ausdruck, daß für kleine R/A, (d. h. #2” 2/4... 1) 
die Geschwindigkeitsamplitude m gegenüber derSchalldruckamplitudep, 
am 90° in der Phase verschoben ist. 
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Zur Vereinfachung werden wir im folgenden im allgemeinen 
den Zeitfaktor und die übrigen konstanten Faktoren in (2) fort- 
lassen und nur bei Bedarf wieder hinzufügen und daher den Schall- 
druck im allseitigen homogenen Medium kennzeichnen durch: 


ik,R 

(4 ==): 
Wir setzen ein homogenes Medium voraus, das durch zwei horizontale 
Ebenen schallweich bzw. schallhart begrenzt wird. Wahlen wir die 
untere Ebene als die X Y-Ebene und die zu ihr parallele obere 
Ebene im Abstand h, so ist der schallweiche Abschluß durch die 
Randbedingungen: 
p=0 fir z=0 bzw. sh 
der schallharte Abschluß durch Randbedingungen: — 


fir z=0 


Abb. 1. Strahler in einer Mediumschicht 
bei schallhartem und schallweichem Abschluß 


Dabei ist der Strahler § auf der Z-Achse angenommen und durch 
. seine Ordinate s, bestimmt, während der veränderliche Aufpunkt A 
durch seine Zylinderkoordinaten r und « gegeben ist (R? = r*+ 2%) 
Die stark ausgezogene Linie soll den schallharten Abschluß, die ge- 
schlängelte Linie den schallweichen Abschluß andeuten. 
Die gesuchten 4 Lösungen sind dann durch die Randbedingungen 
gekennzeichnet: 
a) für z=0 und zeh, 
bb p=0 für z=0 und 
für zu0, p=0 für 


d) p=0 für s=0, für smh. 


(5) 


3 
4 
: 
b 
4 
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genügen und an der Stelle r= 0, z= 2, eine solche Singularität. 
besitzen, daß die Differenz = in dem Bereich 0<z<h 
regular ist. 

Die Lösung im Fall a) ist von R. Weyrich in einer Arbeit 
über die Ausbreitung elektromagnetischer Wellen angegeben‘), Er 
geht aus von.dem bekannten Sommerfeldschen Ansatz und setzt 
die gesuchte Lösung in folgender Form an: 


(7) 


wobei 
ikR ry 


zu setzen ist. Dabei WERE r, z die Zylinderkoordinaten des Auf- 
punktes, so daß R?= r? + 2? ist; J,(Ar) ist die Bessalsche Funktion 
und o= yi?—k?. Dann ergeben sich aus den beiden Rand- 
bedingungen (5) a) awei lineare Gleichungen für f, (A) und f, (A). Setzt 
man die aus diesen Gleichungen berechneten Werte von f, (4) und 
f, (A) in (7) ein, so ergibt sich die Lösung in folgender Form: 


(9) fr (ar) K, (2, 2, Dada, 

(109) K,(@,2%,4)= 0 <2<2, 
zu setzen ist. Im Fall b), c), d) erhalten wir dieselbe Form der 
Lösung wie (9). Wir brauchen nur an Stelle K, (2, z,, A) die folgenden 
Funktionen einzuführen: 


2 Sin Eine ik —z,) 
(10b) K,(, 2,, 4) 


fir z2.<z<h, 


2 Cof ez Sin g(h — z,) 
(100) K,(2,2,,4)= in ir 


2 Sin h- 
(10a) K,@, 4,9) = 


fir 0<z<z, 


für 


> 3 
en 
rt- 
Ber | Der? 
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lie 
ie | 
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Die entsprechenden Funktionen K,, K,, K, fir 2, <z<h ergeben 
sich wie (11a) aus (10a) durch Vertanschung von z mit z,. Um die 
endgültige Lösung zu finden, entwickelt Weyrich die durch (10a) 
bzw. (11a) definierte Funktion in die Fourierreihe: 


nz, yng 
v=1 


(12a) K,(z,2,,4)= 


dies wird in (9) eingesetzt und durch se Integration n mit Hilfe 
der Beziehung: 


0 


ergibt sich schließlich die Schalldruckamplitude p, für die Rand- 
bedingung (5) a): 


ert 
: z z 


val 


Dabei bedeuten H,'(k,r) die ersten Hankelschen Zylinderfunktionen 
nullter Ordnung, wobei im Argument zur Abkürzung gesetzt ist: ee 


(15) k,= ° 


Analog bekommen wir im Fall b, c, d die Entwicklungen’): 


‚nz . nz 
—-1)z,n (2, —-1)zn 
: . ®»—-1)z,n 2’ —l1)zn 
4h? 


1) Die Bestimmung der Fourierkoeffizienten in (12a) und (12b) gelingt 
leicht mit Hilfe der beiden Gleichungen, die sich durch partielle Integration 
ergeben: 


z nn nnz 
nnz 


i 
ri 
4 
kr, 
he 
£ = 
4 
® 
«| 
dd 
\ 
\ 
wad 
| 
re 


und die 
mee 


@,—-1)nz 
14c = coe cos H,} (ka,-ır 
( ) pP. oh 2 ; 1 )’ 


2jn - (2»—1)az 1 
(14d) p,= —— sin sin H, (Mas 
h 2h 2h ) 


Dabei bestehen die Beziehungen: 


(16) z,,h) = p,(z, 2, 2h) — p,(2, 2h—z,, 2h), 
(17) p,(2, 2,,h) = p, (2, 2,, 2h) + p, (2, 2h — z,, Zh). 
(18) (2, h) p,(h 2, h— h). 


Die Beziehungen (16) und (17) hätten wir auch direkt aus (10a) bis (10d) 
und (9) ableiten können unter Benutzung der Formeln: 


(1 9) Gin e (h — 2) @ (2h -2)— Cof gz at 
Coj eh Sin 2eh 
(20) Site (2h — 2) + Sin ez 
Cof eh Gin Beh 


2. Das Spiegelungsprinsip und das Schallfeld auf der Symmetrieachse 

Die Lösungen (14a) bis (14d) sind allgemeingültig solange r+0 ist. 
Für r = 0 versagen sie, da hier die Hankelsche Funktion unendlich 
wird. Um auch hier zu einer Lösung zu kommen, benutzen wir 
das bekannte Spiegelungsprinzip. Es ist bekannt, daß man die zu- 
grunde gelegten Randbedingungen an einer ebenen Fläche erreichen 
kann, indem man einen zweiten rg im Spiegelpunkt in Phase 


oder in Gegenphase (ie nachdem ob 2 = 0 oder p = 0 gefordert ist) 


einführt und beide Lösungen RE Haben wir zwei ebene 
parallele Flächen, so ergeben sich unendlich viele Spiegelpunkte. 
Die allgemeine Lösung läßt sich dann in Form einer’ unepdlichen 
Reihe angeben. Hat der ursprüngliche Strahler die Ordinate z,, so 

ergibt sich für die Ordinaten der Spiegelpunkte das folgende Schema: 


+2h +2 | +2h—2, | +4h 48, | + 4h — 2, 
—2h+s, | | tq, | 


+ + + 


>» 


+ 
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Dabei geben die unter den Ordinaten eingetragenen Vorzeichen fir 
jeden der Fälle a bis d an, ob der zugehörige Sender in Phase od ir 
Gegenphase gewählt werden muß. 

Wir erörtern die Lösung an Hand der Abb. 2 für den 
Fall (5) c): 

Durch Spiegelung von S, an der schallweichen Wand entsteht S,’ 
und durch entsprechende Superposition die Funktion ‘ 
welche die Randbedingung an der schallweichen Wand erf: allt. Spiegele 
ich weiter an der schallharten 
Wand, so bekomme ich S, 
und S,’ und durch Superposi- 


tion die Funktion 
welche die Randbedingung an 


der schallharten Wand er- 

füllt. Setzte ich diesen Pro- 

4 eB fort, so bekomme ich die 
unendliche Reihe: 


| 


eikrn bra’ 
2 | )- 
n=1 
Würde ich die Reihe bei 
einem geraden n abbrechen, 
Pe so wäre die schallharte Rand- 
bedingung, bei einem ungeraden n die schallweiche Randbedingung 
erfüllt. Wähle ich n hinreichend groß, so wird der Unterschied 
der beiden Summen beliebig klein. Das bedeutet aber, daß die 
konvergente unendliche Reihe in aller Strenge beide Randbedin- 
gungen erfüllt. 

An Hand der Abb. 2 läßt sich die Beziehung (16) unmittelbar ein- 
sehen. Offenbar kann ich mir die ungestrichelten Spiegelsender (S,, S,,...) 
auch entstanden denken durch Spiegelung von S, an den zwei im 
Abstand 2h befindlichen schallharten Wänden (die in der. Abb. 2 
durch stark liniierte Geraden gekennzeichnet sind) und die Spiegel- 
punkte (S,’, S,’,...) durch Spiegelung von S,’ an denselben Wänden. 
Kennzeichne ich daher die beiderseits schallharte Lösung durch die 
Funktion , (2, z,,h), wobei z die Aufpunktsordinate, z, die Strahler- 


SG _ Abb. 2. Das Spiegelungsprinzip 


ordina bedeutet, so ist: 


> 


2 
a 
rat. 
x 5 
7 
| 77 
i 
4 
i 
4 
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Ned eikrn ikr,’ 
r, = (2, 2,, 2h), = p,(2,2h —z,, 2h. 


nmi n=1 
Daher ist: 
kr, = kru’ 
%, = >> = 2h) — —p, (2, 2h —2,, 2h). 


n=1 n=l 
Analog ergibt sich die Beziehung (17). 

Da uns nur der Fall r = 0 besonders interessiert, setzen wir 
voraus, daß der Aufpunkt vertikal über oder unter dem Strahler 
liegt. Wir werden dabei nur den Fall (5)c) ausführlich behandeln, 
da dieser den praktisch im Unterwasserschallbetrieb vorliegenden 
Verhältnissen am nächsten kommt. 

Entsprechend dem Schema (vgl. S. 5 unten) ergibt sich folgende 


Lösung: 

Qnh+e,—2 + If (,— 2) 

(21) n=0 n=0 

2nh+2,+3 + zer 

Führen wir 4,— z= 2,, 2,+2= 2, zur Abkürzung ein, so bekommt 
(21) die Gestalt: 
(22) fa) + 
Trennen wir in der a f(z) den reellen und imaginären. Teil 
und schreiben f(z) = f, (2) +jf,(z), so ergibt eine kleine Rechnung: 


k 2 


wn 4h ke D 1y 


n=1 


Wir zeigen zunächst, daß sich f, (z) allgemein in geschlossener Form dar- 
stellen läßt. Dazu brauchen wir die für —x< y< gültigen Formeln }): 


1) H.8. Carlslaw, Introduction of the: of and 
integrals. London 1921. 8. 244. Be Se Be: 


oy 
ir 
[2 
1 
e 
D 
A 
- 
| 
A 
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n sinzy _ sin y 2ein 2y 


n c8X 1 cos cos 2 


Setzen wir y= 


Anh 


aus (25) und (26) für - 8 T7- <8: 
oo 
| n~-1 2Zhnsin 2khn 1 n-insin2khn 
(27) 
2h 
(n— 2kh 
3, ıy n EN- ıf 1 
a=] 


Dann folgt aus (24): 

(29) = 2 — c08 xz +8,} 

unter Berücksichtigung von (27) und (28): 
für O<Ah<i. 

Ist h> so daB 

00) (2m—1)A< 4h<(2m+1)a (m= ganze Zahl), 


so setzen wir: 


(81) lmaıy, y= 
dann ist: -a<y<m. 


. Dann gilt (25) und (26) für y. Aber, da die rechte Seite 
und (26) sich nicht — wenn wir y durch 2ma + y — 
so erhalten wir: 


cos 3y 
3* — 
furch «/2h, so ergibt sich 
; 
je: 
wae 
Wat 
i 
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IE 


sin kx 
2a 


und daraus, wegen 


4, 2h 
7 x 
„ 
(32) zsinkz.S,— cos 
Aus (29) ergibt sich dann’): 
= sin m 


Eine ähnliche Darstellung von f,(z) in geschlossener Form erscheint 
nicht möglich. Um eine einfache Berechnung praktischer Beispiele 
durchführen zu können, werden wir die Schichtdieke dadurch ein- 


oder 
dy 4 eee 4 : 


voraussetzen. 
Es wird sich zeigen, daß es dann im wesentlichen auf die 
Berechnung der Funktion %(z) für 0< 25; ankommt. Dabei ist‘ 


1 1 1 


Im Fall (34) folgt unmittelbar: 
(37) hf, (a) = coskz- (+): 
Im Fall (35) folgt: 


hf, (2) = cos kx Sey 
n=1 "- 
‘ + sinks 
azl 
hf,(2) = cos ke. w(5-) sin keg 


1) Die Beziehung (33) hätten wir auch ableiten können, indem wir in (14a) 
auf der rechten Seite für den imaginären Teil sur Grenze r = 0 übergeben. 


9 
at 
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Dabei ist: 
(39) 


2x 
(1 — x) (1 + a) (3 — x) (3 + 2) 


+ 6 —2z) 6 +2) 


l+z 3-r 


Andererseits ist: 


1 4 8 12 
1 


(41) 


1 1 
- + rea)+ 4-2 + 4+2 
Ersetzt man ferner in (41) 7 einmal durch 4 +, das andere Mal 


durch + — z, so ergibt sich durch Addition der beiden entstandenen 
Gleichungen die bemerkenswerte Beziehung: 


(42) (5 +2) + (5-2) =0. 


Um %(z) zu berechnen, entwickeln wir in eine nach Potenzen 
von z fortschreitenden Reihe und erhalten: 


a=l 


= — 4, — 


42... = Ig 2 = 0,6982, 
1. 
2 oc = 0,9015, 


RE Und wir können nun zeigen, daß die Beziehung besteht: = $§|~ 
(2 
1 1 
1 1 
3 z)= — —— <5 6 6.0 
folgt: 
1 1 1 1 1 
2p( ) 2-2 2 +z + 4-2 + +7 
d 
= 
1 n-1 n 1 
| 
E 
- Dabei ist: 
t 
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Wegen — — =1+z2°+2°+..-. folgt dann (bis auf eine Einheit 
in der vierten Stelle genau) 

Wiz) = — + 0,8069 + 0,0985.2* + 0,0279 
(44) 
(0 3) . 
Zur Kontrolle berechnen wir ¥ (3) , das sich wegen (41) gleich Null 
ergeben muß: 


¥ (5) = 1 — 1,3333 + 0,3089 + 0,0246 + 0,0017 = — 0,0001. 


Eine tabellarische Darstellung von ¥(z) für 0 < => befindet sich 


am Schluß der Abhandlung (vgl. Tab.3, S. 30). 

Wir erhalten dann für die Symmetrieachse, d.h. wenn = 
Aufpunkt vertikal unter (oder über) dem Strahler liegt, ee 
1. im Fall 2h 


h-p= wie) cos (2, +2)+ Fin) cos 


{ sindumz, sin x, 
+39 + awe, J? 


(m= ganze Zahl). 


2a 1-2 

(46) +2)F 
+ sin 2n mz, 
sin # | 

Dabei ist: 
3. Die Berechnung praktischer 


a) Das Nahfeld eines Strahlers unter dem Einfluß 
einer schallweichen Begrenzung 

Wir betrachten zunächst den einfachen Fall, wo nur eine 
ebene schallweiche Begrenzung vorhanden ist. Dieser Fall liegt in 


1) Für dieDurchrechnung und graphische Darstellung praktischer Beispiele 
hat Herr Dr. Hellriegel wertvolle Hilfe geleistet. I 


DE 
> 
igh 
. 
>: 
Ken 
= ze 4a 
— = N 
1 
- 2. im Fall 
2h 
1 
2 
— Zz 
1 ) 
ASS, 
* 
‘> 4 
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der Unterwasserschalltechnik häufig vor, wenn ein Sender unter der 
Wasseroberfläche angebracht ist, und die Wassertiefe so groß, 
d.h. der Boden so weit entfernt ist, daß sein Einfluß auf das 
Nahfeld des Senders außer Betracht bleiben kann. Mit Hilfe des 
Spiegelsenders bekommt dann der Schalldrack nach (2) die einfache 


ikR, 
Pe 


Dabei i ist RB, pene R, der Abstand des Aufpunktes vom Sender 
bzw. vom Spiegelsender. Setzen wir 


R, 


R, 


und —=y, 
so haben wir: 
2nz 

(48) 


Um die Kurven konstanten REN CEPRE zu finden, haben wir 
dann die Wertepaare z, y der 
genügen: 

(49) 


i2n = ei 2ny 
= y 

wo c ein vorgegebener konstanter Wert bedeutet. 
en zeichnen wir uns zunächst besos Verlauf des Vektors 


Das ergibt eine Spirale, die sich ‘mit wachsendem z immer enger 
um den Anfangspunkt herumwindet. Der Verlauf ist für den Wert- 
bereich von 2= 0,45 bis z=5 in der Abb. 3 dargestellt. Dabei ist 
die Spirale fortlaufend mit den zugehörigen z-Werten beziffert. 
An Hand der Spirale ist es nun sehr einfach, sämtliche Wertepaare 
für eine vorgegebene Konstante c anzugeben. Ist diese Konstante 
etwa gleich Eins, so finden wir für ein beliebiges z z.B. z=1 
sämtliche zugehörigen Werte y, indem wir um den Punkt der 
Spirale, der mit Eins beziffert ist, einen Kreis beschreiben, und 
die Ziffern au den Schnittpunkten ablesen. Für 7 = 1 finden wir 
an Hand der Abb. 3 die ‘Werte y = 0,868; 1,178; 1,800; 2,207; 
2,790; 3,213. Die so für c—1 entstehende Kurve ist in der Abb. 4 
in den rechtwinkligen‘ Koordinateu z, y dargestellt; wegen der 
Symmetrie können wir uns auf den Bereich y> z beschränken. 
In derselben Weise erhalten wir drei weitere Kurven, die den 
0,5; 15 und 2 ‚entsprechen. 


5 
‘ 
‘ 
7 
(47) 
4 
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Um nun aus einer Kurve die entsprechenden Schalldruckkurven 
bei vorgegebenem Senderabstand d von der Wasseroberfläche zu 
finden, haben wir nur nötig, der Definition von z, y Rechnung zu 


tragen, d.h. jedem Punkt z, y der Kurve den Punkt zuzuordnen, 
der durch den Schnittpunkt der Kreise um den Strahlerpunkt 
bzw. seinen Spiegelpunkt mit dem Radius z bzw. y definiert ist. 
Damit ein reeller Schnittpunkt zustande kommt, m 


er 
B, 
a8 
785 
6a 16 7 
| 
TRIERER 
a5 
Abb. 3. Spirale zur Berechnung bei schallweichem Abschluß 
j 
rs 


d 

erfüllt » sein. en der Symmetrie können wir y > voraussetzen. 

Das Sage daß die Geraden 


den Bereich begrenzen, der für 
ein vorgegebenes d/iA, in Frage 


kommt. In der Abb. 4 sind die 
entsprechenden Geraden für 
5 j 
4 if 
f gezeichnet. Wir können dann die 
x 4 Abbildung der Kurven sehr einfach 
ie x, übersehen, wenn wir noch bedenken, 
SiG > ‘ daß jede Gerade y — z = konst. 
x OY in eine Hyperbel, jede Gerade 
y+ = konst. in eine Ellipse über- 
geht, wobei die Brennpunkte durch 
den Strahler und seinen Spiegel- 
ss punktgegeben sind. Man übersieht 
! damit sogleich, wie das Schallfeld 
J * sich ändert, wenn d/A, andere Werte 
Abb. 4. Darstellung der Funktion bekommt. 
ER. Se wu In den Abb. 5—8 ist das so 


y 1,5; 2) 


feld durch die Konstanten c = 


aus Abb. 4 hervorgegangene Schall- 


+ 1, 3 2 gekennzeichnet. Wollen 


wir hieraus die wahre Schalldruckamplitude finden, so haben wir 


Att, 


~ 


Abb.5. Das Schallfeld eines Strahlers im Abstand d = 
von der schallweichen Oberfläche 
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Abb. 6. Das Schallfeld eines Strahlers im Abstand d = 4, 
von der schallweichen Oberfläche 
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un 


die Konstante mit P, zu multiplizieren. Dabei stellt P, im all- 

seitigen homogenen Medium den Schalldruck eines punktförmigen 

Strahlers im Abstand 4, dar. Wir können also auch sagen, daß die 

Konstante c auf diesen Schalldruck als Einheit bezogen ist. Der 

entsprechende Einheitskreis ist in den Abb. 5—8 mit dem Radius, 
eingezeichnet. 


b) Das Nahfeld eines Strahlers unter dem Einfluß 

einer schallweichen und schallharten Begrenzung 
_ Wir denken uns eine Wasserschicht der Höhe h gegeben, die 
oben durch eine horizontale Ebene schallweich (Luft) und unten 
durch eine horizontale Ebene schallhart (harter Boden) begrenzt ist. 
Der Abstand des Senders vom Boden ist durch z, = 0,9h gegeben. 

Für die Schichtdicke h/A, wollen wir die Werte 

h 1 1, 


voraussetzen. 
Nach der Formel (14c) ist: 


3 
2 


2y 


(50) 


rn 
Ey, thy, 


“a 
7 
| 
1 
z 
1 
| 
| k 2n 1 (2% — 1)* 
= — — |. 
| 
A, 
i Dann ist fir h= >? 
4 
{ 
0 
‘ 
fir h = : 
‘oy 
rn .rn rn 
thy, = 3, V7-5, 179.8, why, = 
r ky, = Vi8-1 
Is 3%, 
für h = 2%: 
3 
rn y rn 17 rn y 
thy, = 9-7, rhy, = 11-5, They, = 
r yis-T. 
rk,= 18.1. 
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Da die Hankelsche Funktion für reelles Argument komplex, 
dagegen für rein imaginäres Argument rein imaginär ist, so sind 
die. ersten Glieder der Reihe (50) komplex, die darauf folgenden 
sämtlich reell. Das Nahfeld soll nun für die durch woes 


ze; 02; ... 1, = = 0; 0,1; 0,2; ... 0,9 


297 


Abb. 9. Das Schallfeld eines Strahlers im Abstand z, = 0,9h 
vom Boden bei einer Schichtdicke 4 = A, 


bestimmten Aufpunkte nach (50) berechnet werden. Als Beispiel 
wählen wir, um den Gang der Rechnung zu zeigen, zunächst 


h r 
und zu 


Die Tab. 1 zeigt die Berechnung für die durch 


- —=9% 0,1; 02... 09 
bestimmten Aufpunkte, In gleicher Weise wurde für die Aufpunkte 


08; ... 1 


verfahren. Die entsprechenden Werte für |p/2h| sind (mit 1000 
multipliziert) in der Abb. 9 dargestellt. 
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Annalen der 


I x cos IT x cos Il x cos IT x cos 
y|k ır 1 1 1 1 
;0,9096 | + 70,1423 | +70,1405 | +70,1354 | + 70,1268 
1) + 0608 ||, 0208, | + 0466 | + 00400 +” 00448 00415 
+j09573 | —j0,4 — 70,3873 | —70,1555 | —;0,0680 
2| + 0,4156/ 4° 0,577 | 012342 | 011545 | _” 0011 
3| +70,4712| + 0,6200 | + 0,4384 | + 08310 | 0, — 0,3100 
4| +70,90%4| + 03088 | — 0.2751 | — 0,1251 | + 0,1619 | + 0,9721 
5) +71,266 | + 0,1853 | + 0,1830 | + 0,0287 | — 0,1241 | — 0,0831 
6| +71,610 | + 01181 | — 01165 | + 0,0183 | + 0,1110 | — 0,0530 
7| +71,943 | + 00778 | + 0,0883 | - 00315 | — 0,0407 | + 0,0684 
8| +72272 | + 0,0518 | - 0,0366 | + 0,0259 0,0000 | + 0,0259 
9| +32595 | + 0,0855 | + 0,0161 | — 0,0143 | + 0,0085 | — 0,0025 
10| +72,918 | + 0,0244 | - 0,0038 | + 0, - 0,0036 | - 0,0034 
11| +533.2388 | + 0,0158 | - 0,0025 | + 0,0025 | — 0,0024 | + 0,0022 
12| +73,558 | + 0,0127 | + 0,0058 | + 0,0052 | + 0,0034 | - 0,0009 
13' +33876 | + 0,0082 | — 0,0058 | + 0,0041 ' - 0,0041 
14| +3419% | + 0,0057 | + 0,0051 | — 0,0023 | - 0,0030 | + 0,0050 
15| +54512 | + 0,0040 | — 0,0040 | + 0,0006 | + 0,0038 | — 0,0018 
16| +54,829 | + 0,0028 | + 0,0028 | + 0,0004 | — 0,0027 : — 0,0013 
17! +75.145 | + 0,0020 | — 00018 | — 0,0008 | + 0,011 | + 0,0018 
18| +45,462 | + 0,014 | + 0,0010 | + 0,0006 ‚0000 | — 0,0006 
19| +75,794 | + 0,0010 | — 0,0005 | — 0,0004 | - 0,0002 | + 0,0001 
20| +76.094 | + 0,0007 | + 0,0001 | + 0,0001 | + 0,0001 | + 0,0001 
h_ , _ | -502468 | —j0,1201 | +50,0588 
an ? + 0,0596 | + 0,0376 | - 0,0461 | — 0,1299 
h 


333355 


1 18 Physik. ö. Folge. Band 43. 1943 1 
| 
— =0,1 I II | 
4 FR | 
| | | 
| | 
7 
| 
2 
| 
— | 
a 
z 
z/h | = | ya) | ya, y cos 4nz, | 
| 0 0,45 +0,1852 +0,1852 ~ +0,1498 
0,1 0,40 0,0000 +0,3829 0,0000 
0,2 | 085 -0,1852 +0,6084 —0,1498 
: 0,3 0,30 — 0,3829 +0,8836 —0,1183 
: 0,4 0,25 — 0,6084 +1,2465 +0,1880 
0,5 0,20 —0,8836 +1,7691 +0,7148 | 
0,6 0,15 — 1,2465 +2,6194 +1,2465 
0,7 0,10 1,7691 +4,2977 +1,4312 | 
0,8 0,05 — 2,6194 + 9,3046 +0,8094 
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Taf belle 1 
- | 
x cos | IJ x cos II x cos 11 x cos II x cos II x cos II x cos 
1) 1\o os os 
. »-5) ‚Dr |» 9,62 |. »-5) Sn 0,82 
0,1268 +j 0,1151 +j0,1006 | +50,0836 | +50,0646 | + 70,0440 | + 70,0223 
0,0415 + 0,0377 + 0, + 00274 | + 0,0212 | + 0,0144 | + 0,0073 
+7 0,1343 + 0,3074 | +50,4134 | +70,4294 | +50,517 | +3 0,1974 
0,0411 + 0,0812 | + 0,1859 | + 0,2500 | + 0,2597 | + 0,2127 | + 0,1194 
0,3100 — 0,4384 | — 0,3100 | — 0,0000 | + 0,8100 | + 0,4384 | + 0,3100 
0,2721 + 0,0851 — 0,198 | — 0,26% | — 0,0431 | + 0,2229 | + 0,2455 
0,0831 + 0,1480 + 0,1294 | - 0,1076 | — 0,1631 | + 0,0565 | + 0,1807 
0,0530 — 0,0944 + 0,0825 | + 0,0686 | — 0.0040 | — 0,0361 | + 0,1153 
0,0684 — 0,0214 - 0,0490 | + 0,0659 | — 0,0108 | — 0,0561 | + 0,0617 
0,0259 + 0,0366 — 0,0259 | — 0,0000 | + 0,0258 | — 0,0366 | + 0,0259 
0,0025 — 0,0050 + 0,0114 | — 0,0153 | + 0,0169 | — 0,0130 | + 0,0073 
0,0034 — 0,0031 + 0,0027 | — 0,0022 | + 0,0017? | — 0,012 | + 0,0006 
0,0022 - 0,0020 + 0,0018 | — 0,015 | - 0,0011 | — 0,0008 | + 0,0004 
9,0009 — 0,0018 + 0,0041 | — 0,0055 | + 0,0057 | — 0,0047 | — 0,0026 
),0041 | + 0,0088 | — 0,0041 | + 0,0000 | + 0,0041 | — 0,0058 | + 0,0041 
), | — 0,0016 | — 0,0036 | + 0,0049 | — 0,0008 | — 0,0041 | + 0,0045 
),0018 | — 0,0032 | + 0,0028 | + 0,0023 | — 0,0036 | — 0,0012 | + 0,0040 
),0013 + 0,0023 | + 0,0020 | — 0,0016 | — 0,0025 | + 0,0009 | + 0,0028 
),0018 + 0,0006 | — 0,013 | — 0,0017 | — 0,0003 | + 0,0015 | + 0,0016 
),0006 - 0,0009 | — 0,0006 0,0000 | + 0,0006 | + 0,0009 | + 0,0006 
),0001 + 0,0001 + 0,0003 | + 0,0004 | + 0,0004 | + 0,0003 | + 0,0002 
0001 IE | + 0,0001 | + 0,0001 | + 0,0001 0,0000 0,0000 0,0000 
‚0588 +j0,2494 | +50,4080 | +j0,4970 | +50,490 | +70,3957 | + 70,2192 
),1299 — 0,1743 — 9,1336 + 0,0222 | + 0,315¢ + 0,2789 | + 1,0945 
143 0,304 0,429 0,497 0,586 0,884 1,116 
,3 0,4 0,8 
Tame belles 
ainnı 2, Sin 2n 2n 
98 +0,1498 —0,5951 —0,5951 +0,0477 — 5 0,2976 0,301 
00 +0,1183 0,0000 —1,0000 +0,0188 - 70,250 | 0,251 
98 —0,1880 +0,5951 "1,0674 —0,0538 — 7 0,1181 0,130 
83 —0,7122 +1,0000 —0,7266 —0,1322 + 7 0,0593 0,144 
80 — 1,2465 +1,0674 0,0000 —0,1685 + 5 0,2867 0,316 
48 - 1,4312 +0,726€ +1,0000 - 0,1140 + 5 0,4316 0,446 
65 - 0,8094 +0,0000 + 2,0949 +0,0696 + 5 0,5237 0,528 
12 + 1,3280 — 1,0000 +3,0780 +0,4375 + 5 0,5195 0,674 
94 + 7,5275 — 2,0949 +3,7583 +1,3269 + 5 0,4159 1,391 
as! 2° 


« 
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Um die Werte auf der Symmetrieachse im Fall a =1 zu be- 
rechnen, haben wir die Formel (45) für m = 2 und 2, = 0,9 h an- 


zuwenden. 


(51) pers sin Anz, 
4 sinn a, A 
7 
5. 
N 


AV 


Abb. 10. Das Schallfeld eines Strahlers im a z,=0,9h TER 
vom Boden bei einer Schichtdicke h = — zh see. od 


Die Berechnung ist in der obenstehenden Tab. 2 Cait: | 
Wie zu erwarten war, weichen die Werte für kleineres z/h auf der 
Symmetrieachse nur sehr wenig von den entsprechenden Werten 
für Tl ab. Damit ist gleichzeitig eine Kontrolle für die 
Richtigkeit der Rechnung gegeben. 

Die sich so ergebenden Schallfelder für 
i, 9? ı9 


Um 


iq 
. in 
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y 
777 
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sind in Abb zu erleichtern, 
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wurde jedesmal eine Reihe von Kurven konstauten Schalldruckes . 
durch Interpolation zwischen den berechneten Werten eingezeichnet. 
Man erkennt, daß mit wachsendem h/A, die Anzahl der Inferenz- 
zonen immer mehr zunimmt, und zwar sind diese im wesentlichen 
durch das Verhalten auf der Symmetrieachse bestimmt. Man wird 


708 
\ ) 
@ 


dechalb aus den Werten caf. der allein deo Schall: 
feld im Groben übersehen können. Das ist deshalb wichtig, weil die 
allgemeine Berechnung: mit. erhebliche Rechenarbeit 
bedeutet, während die Berechnung für die Symmetrieachse 

und (46) auch für größeres h/4, sich einfach bewerkstelligen läßt. In 
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_ 
“ 
“4 
4 
: 7 
‘e 
4 
hy 
3 3 
m Boden bei einer Schichtdicke h = zh 
| 


der Abb. 13 sind die Werte auf der Symmetrieachse fir = = 10 in 


der Abb. 14 fir 2 = 2 in Kurvenform dargestellt. (Um die Ampli- 
_tuden in der Nähe des Strahlers darstellen zu können, wurde der 
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Abb. 12. Das Schallfeld eines Strahlers im Abstand z, = 0,9h 
Er vom Boden bei einer Schichtdicke h = A, 


Ordinatenmaßstab in Abb. 13 für 08+ <1 mit „, verkleinert) 


Man erkennt, daß die Zahl der Inferenzschwankungen proportional 
mit der Zahl der Wellenlängen zugenommen hat, daß aber die Größe 

der Schwankungen wesentlich geringer ist und erst in der Nähe des 
Bodens wieder auffällig in Erscheinung tritt. 
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c) Das Fernfeld des Strahlers 
bei großer und geringer Wassertiefe‘) 


ET: Betrachten wir zunächst wieder den einfachen Fall großer 
Wassertiefe, so daß der Einfluß des Bodens vernachlässigt werden 
75 
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Abb. 13. Die Senalldrackamplitude und die beiden Komponenten 
auf der Symmetrieachse bei einer Schichtdicke h = 104, 


kann. An Hand der Abb. 15 ergibt sich dann, daß. bei großem Ab- 
stand R, des Aufpunktes R, = R,—dsiny und R=R,+dsiny 


1) Eine theoretische und experimentelle Untersuchung über das Fernfeld 
eines Schallstrahlers in einer Wasserschicht hat K. Tamm angestellt (Akust. 
Ztschr. 6. S. 16. 1941). Dabei wird’ neben einem schallreichen Boden auch der 
Einfluß des durch eine komplexe Größe dargestellten Bodenwiderstandes 
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gesetzt werden kann. Damit erhalten wir nach (47) wenn wir die 
Konstante fortlassen: 


2) pe =— sin(kdeiny). 
3 ——- Dabei ist im Nennerd sin ; gegen 
: R, vernachlässigt. Wir sehen, 
25 1 daß für bestimmte Ebenen, deren 
H Neigungswinkel y durch 
IT 2nd . 
FAR siny=0, 2m... 
15 
\:| definiert sind, die Schalldruck- 
amplitude Null wird und zwischen 
5 A \:] zwei aufeinanderfolgenden Ebe- 


nen ihr Maximum erreicht. Diese 

zy Tatsache wird durch praktische 
Messungen weitgehend bestätigt. 
In der Abb. 16 sind die MeBer- 


05 t+} gebnisse zusammengestellt. Der 
Strahler befand sich in einem 
7 Abstand d= 214, pnter der 


Abb. 14. Die Schalldruckamplitude und die Wasseroberfläche und es wurde 
beiden Komponenten auf der Symmetrie- 
achse bei einer Schichtdicke h = 2a, eSchwankung der Druckampli- — 
tude in vertikaler Richtung im — 
Abstand 600, 800 m,... gemessen. Nach der Theorie muß dann z.B. 
in 600 m Abstand das erste Minimum in einer Wassertiefe gleich — Ar 


= 14,3 m eintreten. In der Abb. 16 ist die Größe der Schall- ae 


5% 
7 
ig 

A 
See Abb. 15. Zur Berechnung des Fernfeldes 


druckamplitude durch die Lange eines horizontalen Striches fir den 
Aufpunkt an der betreffenden Stelle dargestellt. Man sieht, dab das 
ausgemessene Schallfeld sehr genau der Theorie entspricht. oes 

' Fragen wir ferner nach der Amplitudenabnahme des Schall- — 
druckes mit wachsendem R,, so folgt aus (52), daß diese mit UR, 


d. h. entsprechend einer im 
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Abb. 16. Praktische MeBergebnisse eines Schallfeldes RR. 
bei großer Wassertiefe 4 
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allseitigen Medium vor sich geht, wenn der Aufpunkt auf einer ge- 
neigten Ebene bei konstantem y wandert. In der Praxis wird man 
meist“ den Aufpunkt in einer horizontalen Ebene wandern lassen. 
Wählen wir die durch den Strahler gehende horizontale Ebene, so 


ist siny = x Da kdsiny <1 ist, können wir den Sinus in (52) 
durch den Bogen ersetzen und finden jetzt eine Amplitudenabnahme 
mit 1/R,* oder, da R, >d, mit 1/R,?. 

Bei geringerer Wassertiefe, d. h. unter Berücksichtigung des 
(vollständig reflektierenden) Bodens ist das Abnahmegesetz in großer 
Entfernung wesentlich schwieriger zu übersehen. Zunächst können 


#3 


ALLL 
= 


wir die Formel (50) für großes r einfacher schreiben. Für ereree 
imaginäres Argument jr kann bekanntlich jH,'(j z) durch ———— 


ersetzt werden. Das bedeutet, daß wir für großes r die sämtlichen 
Glieder mit imaginärem Argument fortlassen können. Ist daher 


h< > , so ist in großer Entfernung überhaupt keine fortschreitende 


Welle vorhanden. Ersetzen wir ferner für großes reelles positives 
Argument ı u die Hankeltche Funktion H,'(u) durch 


80 ist für in Entfernung nach 
+ 


. -i— 


In diesem Fall wird die Ausbreitung in radialer Richtung durch 


eine beschrieben; während in vertikaler eine 
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stehende Welle mit dem Knoten an der Oberfläche und dem Bauch 


am Boden ergibt. 


Im Fall + = 1 wird der Vorgang im allgemeinen in radialer 


Richtung durch die Überlagerung zweier Zylinderwellen, in vertikaler 
Richtung durch die Überlagerung zweier stehender Wellen be- 


schrieben. 1 
In Ih an J 
(54) 
32, n-3z -i= e 3% 
+ cog e 

2h 


_ In spezieller Lage des Senders, wenn * = = ist, verschwindet der 
zweite Summand, so daß dann auch hier nur eine Zylinderwelle 


übrigbleibt. 

Allgemein gibt es also: 
<h< 

cae 


Wenn Ah gleich einem ENG Vielfachen von A,/4 ist, so 


wird in der Formel {50) ein 


gleich Null und die Darstellung versagt. Wir werden dies als 
 Resonanzerscheinung zu deuten haben, ähnlich wie es bei einer 
_ offenen Pfeife der Fall ist. Schließlich ist noch bemerkenswert, daß 
die auftretenden Zylinderwellen verschiedene Phasengeschwindigkeit 


‘ haben. Bezeichnen wir die 


Medium mit c,, so bekommen die aufeinanderfolgenden 
wellen die 


: 


h 


* keine Zylinderwelle, 

ah eine Zylinderwelle , 

zwei Zylinderwellen, 
2m + + 4, m Zylinderwellen. 


Argument der Hankelschen Funktion 


Phasengeschwindigkeit im allseitigen 
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Ay ko dy 
_ 5a, 
(ar) 
Wenn h> 4 4, ist, kann daher das Abnahmegesetz nicht durch 


eine mit wachsendem Abstand monoton abnehmende Funktion formuliert 
werden. Wir wullen den Fall h =A, z, = 0,9h genauer betrachten, 
und zwar soll der Aufpunkt von r= 104, bis r= 224, in der 


Ebene = =0, = = > z = 0,6 wandern. Dann ergeben sich 


Run (54) für 4 die in Abb. 17 dargestellten Kurven. 


/ 


q 


Abb. 17. Das Abnahmegesetz der Druckamplitude 

er z z 

bei einem Aufpunktsabstand 0, 7° 0,6 
4. Die abgestrahlte Schalleistung 

E ie "Um die abgestrahlte Schalleistung L eines Strahlers in einer 


: Mediumschicht zu finden, haben wir das Produkt aus der Druck- 


amplitude und der Geschwindigkeitsamplitude zu bilden, und das 
Integral über die Periode T und über die Zylinderfläche O, die von 
der Schicht begrenzt ist, zu berechnen 


(55) 4 färfpoao. 


Druck p und Geschwindigkeitsamplitude » hängen mit der Ge- 
Ee g durch die Beziehung zusammen: 


> 
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007 
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Dann ist in (55) unter p der reelle Teil von p p = R,{p} und unter v 
der reelle Teil von » v = §,{b} einzusetzen. Wir betrachten zunächst 
den Fall ha -*- Da wir r beliebig groß wählen können, haben 


wir in (50) nur das erste Glied zu berücksichtigen. So erhalten wir, 
wenn wir die Hankelsche Funktion in bekannter Weise durch die 
Besselsche und Neumannsche Funktion ausdrücken: 


necFw nz 


nz az 1 
th 8 
oJ, ON, 

2”) +j [sin ot—j cost}. 


Denn wet eine einfache RE ‘aie Berücksichtigung der 


Führen wir noch die im allseitigen Ranm von einem a 
Strahler abgestrahlte Schalleistung L, und den Fesmnmorsines 


Strahlungswiderstand S, durch die Beziehung: 


F? 1 
so ist für 


(60) L, =+%, 
Auf dieselbe Weise finden wir re Be 
(61) L, = +5," (cost 


Allgemein ergibt sich dann: 


Ian 


(62) L, - 48: 


. (My, (4, 7)] [cos at + 7 sin wt]}, 
nocF 
h 
1 nceFw n nz 1 
L = — | — cos? con + — -2ards,, 
og i,h 2h 2h nr 
| 
@m-1) 
[2 
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Damit ergeben sich danu für die früher betrachteten Fälle h = +, 
doo Ay, 24, folgende Beziehungen: 
1 1 
L, = 0,049 58,0, L,=0487>S,w?, 


(63) 
L, =0,28158,u,2, 

ikR 

Bei der früheren Berechnung dieser Fälle waren wir von p, = >= 


ausgegangen und hatten den Faktor P,4, fortzulassen und dann 
den sich für | a | ergebenden Wert mit 1000 multipliziert zur 


Darstellung gebracht. Um hieraus die wahre Schalldruckamplitude |p| 
zu erhalten, müssen wir also die angegebenen Zahlenwerte mit dem 
Faktor f multiplizieren. Z 
an-coF-w 

Dabei war die Geschwindigkeitsamplitude w als vorgegebene Kon- 
stante zugrunde gelegt. In der Praxis wird man nicht von einer 
vorgegebenen Geschwindigkeitsamplitude ausgehen können, da diese 
sich einer direkten Messung entzieht. Man wird vielmehr von einer 
vorgegebenen akustischen Leistung des Senders ausgehen müssen 
und. hat zunächst festzustellen, welche Geschwindigkeitsamplitude 
sich jeweils — entsprechend dem vorhandenen Strahlungswiderstand 
— einstellt. Wir wollen von der Geschwindigkeitsamplitude w, 
ausgehen, die bei dem vorliegenden Strahler im allseitigen Medium 
bei der vorgegebenen akustisch abgestrahlten Leistung L, vorhanden 
ist. Dann haben wir nach (59): 


L 
S, 


2 


Jetzt setzen wir voraus, daß im Fall h = ya dieselbe akustische 


2 
Leistung L= oT, abgestrahlt wird. wird. Dann ist: 


| 
4 
ir 
w > Be, 

1g, 
Im Fall h =2 
ir 35 h cos Dh + cos* em 
4 A ei a 
2 


23333 


f,= 0,58 A 


88238 


ER 
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gesetzt und angenommen, daß 


f, = 0,95 A, 
2 


1000 4,* 


w, = 1,15 


aco Fw, 
Tabelle 3 


ooo 


f, = 2,08 A, 
zu multiplizieren, um die wahre Schalldruckamplitude in dyn/cm? zu 


or] a 
Ir) se 


Dabei ist A = 


& 
~ 
++ 


$ 
= 
fi 


f, = 9,04 A, 


die in vier Fallen bei verschiedener Schichtdicke betriebenen Strahler 


dieselbe akustische Leistung abstrahlen und daß im allseitigen Medium 
bei derselben Leistung sich die Geschwindigkeitsamplitude w, ergibt. 


Dementsprechend haben wir die in der Abb. 9—12 angegebenen 


Zahlenwerte mit den Faktoren 


bekommen. 


80 
EN Im Fall h= >i, w, = 1,48 
Ris ies Im Fall h = 24, 
- 
. RER 1? — a? 
“ie = T 
+99,3069 + 0,345 
10 | +49,3068 + 0,350 
= 15 | +32,6400 + 0,355 
+24,3065 + | #0360 | + 
: 5 | +19,3063 | + 0,365 | + 
30 | +15,9727 + 0,370 | 4 
; 5 | +13,5914 + 0,375 | +0 
+ 11,8054 r 0,380 +0 
+10,4162 + 0,385 | +0 
| + | 0,400 | + 0,3829 
9 + 0,405 | + 0,3622 
0 0,4 + 0,3416 
75 + 0,4 + 0,3214 
080 + 0,4 + 0,3014 
085 + 0,4 + 0,2816 
+ 0,430 | + 0,2821 
| 5 + 0,435 | + 0,2425 
3 100 + 0.440 | + 0,2232 
or 105 + 0,445 | + 0,2044 
+ 0,450 | + 0,1852 
0,455 + 0,1662 
¥ | + 0,460 + 0,1475 
2925 + 0,465 | + 0,1288 
. 1375 | + 0,470 | + 0,1108 
SH: 9938 + 0.475 | + 0,0918 
8602 + 0,480 | + 0,0734 
; 7357 + 0,485 + 0,0549 
6194 | + 0,490 | + 0,0365 
5104 | + 0,495 | + 0,0183 
| 4080 + 0,500 0,0000 
3118 | + 


en 
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Zusammenfassung 


Unter Benutzung der von R. Weyrich in einer Arbeit über die 
Ausbreitung elektromagnetischer Wellen angegebenen Methode werden 
allgemeine Formeln für das Schallfeld eines Strahlers in einer Medium- 
schicht, die von zwei Ebenen (schallhart, bzw. schallweich) begrenzt 
ist, abgeleitet. Zur Berechnung des Nahfeldes auf der Symmetrie- 
achse muß wegen des Versagens der allgemeinen Formeln eine be- 
sondere Untersuchung stattfinden. Als praktisches Beispiel wird zu- 
nächst der Fall großer Schichtdicke unter Berücksichtigung nur einer 
(schallweichen) Begrenzung allgemein ausgeführt und das Schallfeld 
für den Fall des Strahlerabstandes d= 2, d= d= > d=24, 
von der Oberfläche graphisch dargestellt. Danach wird das Schallfeld 
bei geringer Schichtdicke h= 2, h= h= h= 2%, und 
h= 104, (auf der Symmetrieachse) für einen Strahler im Ab- 
stand z, = 0,9h von dem schallharten Boden bei schallweicher Ober- 
fläche berechnet und graphisch dargestellt. Am Schluß werden die 
Formeln für die abgestrahlte Schalleistung bei oben schallweicher, 


unten schallharter Begrenzung abgeleitet und durch einzelne Bei- 
spiele erläutert. 


Kiel, Lornsenstr. 34. 
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En ER zur geometrisch optischen Vergrößerung 
mit Böntgenstrahlen 


aylinderformige Flächen einem geometrisch 
homogenen Röntgenstrahlenbündel verschiedene Auftreffwinkel dar 
(Abb. 1), so werden diejenigen Strahlen, die längs eines gewissen 
Teiles der Zylinderfläche (in Abb, 1 schraffiert) unter einem Winkel S 


72 


| 

der Totalreflexion auftreffe.i, Sie 
bilden einen Fächer von totalreflektierter Strahlung, der auf der 
einen Seite durch die den Zylinder tangierenden Strahlen, auf der 
anderen durch die Grenzstrahlen der Totalreflexion begrenzt (J und 2 
der Abb. 1) wird. Die Breite dieses Fächers auf der photographischen 
Platte ist die Effektbreite p'). 


1. Totalreflexion am Zylinder 


1), Sie kann nach meinen Ausführungen in Ann. d. Phys. 4 [5]. Nr. 2. 
8. 185—214. 1930 zur ne von Brechungsexponenten für Réntgen- 


ER 
. 
% 
An 
/olalrefi Yfy direkhe Strahlung BER, 
} 
B 
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Jeder Gegenstand, der vor der Zylinderfläche zwischen den 
tangierenden Strahlen und den Grenzstrahlen der Totalreflexion 
angeordnet ist, wird somit auf den Bereich der Effektbreite ab- 
gebildet. Er erleidet dabei eine bestimmte Vergrößerung V,. 

Ist r der Krümmungsradius des Zylinders, so wird die Breite 
des an der Abbildung beteiligten (12 = s 
pad Abb. 2) vor der Totalreflexion 


Abb. 2. Geometrische Verhältnisse 


Das. ergibt wegen = 10? 


(1) cos = — = = 


und da die Glieder höherer Ordnung vernachlässigt werden können 
(2) 

Nach der Totalreflexion ist die Breite dieses ima! 
bündels die Effektbreite p. 

Es ist (Abb. 2) 

tg2a= 2 
somit wegen (1’) und 
t=r-sin a 


+r (1 — cos a) 
q+r-sine 


| 
sie 
ler 
ler 
en 
2. 
= R 
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Hieraus ergibt sich 

p=q-tg2a+r(sing -tg2a — 1 + cos a) 
und wegen « = 10—* mit (1) 


(3) p= Lat... 


Damit ergibt sich die VergréBerung V, mit Hilfe von (2) 


» 4g 
+ 3 = 4 ? 


d. h. da die Glieder höherer Ordnung vernachlässigt werden a 
~ 4q 
(4) 


ra 
Doch auch der Teil der Zylinderfläche, an dem die Totalreflexion 
erfolgt (> in Abb. 1 und 2) wird auf den Bereich der Effektbreite 
abgebildet und erleidet dabei eine gewisse Vergrößerung V,, — 
Es ist (Abb. 2) Er 
(5) 


und somit wegen (3) 


d.h. («x 10-3) 
(6) 


Vergleicht man beide Vergrößerungen (4), (6) N tm so 
ergibt sich 


(7) 


Der Einfluß einer nicht konstanten Zylinderkrämmung macht sich 
gemäß (4) i in einer sesh pi der VergréBerung bemerkbar. Es —- 


Die prozentualen Schwankungen der VergréBerung und des 
Krümmungsradius sind also einander entgegengesetzt gleich. 
Frühere Messungen) ergaben 


Stoff gem rem Ar, a’ 
18 901 1,7 
18 258 0,5 
3. Gh DEE 18 300 3,8 
2,7 


4. 18 248 
Vgl. Fußnote 0. 8 32. 
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für Cux,-Strahlung bei dem Plattenabstand q. Hierdurch sind nun 
folgende Verhältnisse charakterisiert 


Stoff V, 6) V, (4) 4 V,.8) Ve (7) 
t. Kronglas ...... 0,04 21,8 0,36 545 - 
i ere 0,14 37,6 0,2 269 
3. 0,12 86,9 3,3 724 
4. Chlorealeium .. . 0,15 96,0 2,6 640 


Man erkennt, daß bei den Versuchen mit sehr schwach 


Beschaffenheit sind demnach in diesen Fällen nicht allzu hohe. Doch 
auch die erzielte Gesamtvergrößerung (V, = 21,8—96,0) ist un- 
erheblich. 


Wie bereits früher!) angegeben, waren jedoch vor den Ver- 
suchen mit sehr schwach gekrümmten Platten Versuche mit zylin- 
drischen Stäben von ungefähr 0,1 cm Durchmesser, also von sehr 
großer Krümmung, ausgeführt worden. Dabei konnte der Total- 
reflexionseffekt zwar festgestellt werden, doch bereitete die Aus- 
wertung erhebliche Schwierigkeiten. 


4 


en 
gekrümmten Platten der totalreflektierende Zylinderteil verkleinert 
y 
N, 
30 SX Gp 
Abb. 3. Flächenvergrößerung 
wy ‘ . . . . 
„= 0,04 5) abgebildet wird. Die Ansprüche an seine optische 
5 
4 
Fußnote 1) a. a. 0. 8.32. 4 
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In einem Falle war 


Stoff | gem rem | dr’), a’ 


6. Kronglas .....| 9 ~ 12,6 


Dadurch sind nun folgende Verhältnisse charakterisiert 


Stoff LA) AV.8) | 


5. Kronglas ..... 360 196 500 9825 546 


Man sieht, daß infolge der 360fachen Vergrößerung des total- 
reflektierenden Zylinderteils’) an diesen in optischer Hinsicht höchste 
Anforderungen?) gestellt werden müssen. Dafür ist auch die Gesamt- 
vergrößerung (V,= 196500) bedeutend. 

In vorliegender Arbeit?) wurde diese Vergrößerung gemäß der 
vertikalen Anordnung der Achse des totalreflektierenden Zylinders 
nur in horizontaler Richtung wirksam. Um eine Flächenvergrößerung 
zu erzielen, muß das primäre Röntgenstrahlenbündel an zwei Zylinder- 
flächen (Abb. 3), die mit ihren Achsen senkrecht aufeinanderstehen, 
nacheinander totalreflektiert werden. 


1) Seine Breite b ist immer noch 1,8-10—* mm. 

2) Diese Bedingung war bei den Versuchen mit diesen stark gekrümmten 
zylindrischen Stäben in vorliegender Arbeit nicht hinreichend erfüllt. Daher 
die Schwierigkeiten bei deren Auswertung. a ET 

3) Vgl. Fußnote 1) a.a.0. 8. 32. 


Freienseen bei Laubach (Oberhessen). _ 


(Eingegangen 25. Februar 1943) 
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Uber den win, adsorbierter Schichten 
von Molekülen dielektrischer Substanzen auf die 
zwischen zwei Metallen 


J. H.v. Duhn 
(Mit 11 Abbildungen) 


Einführung 


Bei der Messung der elektrischen Leitfähigkeit reinster dielek- 
ee Flüssigkeiten!) beobachtet man einen Stromdurchgang, der 
auch bei höchster Reinheit der betreffenden Flüssigkeit nicht ver- 
schwindet. Über die Entstehung der diesen Strom bewirkenden 
Ladungsträger sind verschiedene Hypothesen aufgestellt worden, von 
denen eine behauptet, daß die Elektronenaustrittsarbeit des Elek- 
trodenmetalles innerhalb der Flüssigkeit sehr viel kleiner ist als im 
Vakuum), so daß aus der in der Flüssigkeit untergetauchten Elek- 
trode bereits bei Zimmertemperatur so viel thermische Elektronen aus- 
treten können, daß die beobachteten Stromdichten (etwa 10—'* A/cm?) 
sich auf diese Weise erklären lassen. Der Vorgang der Beeinflussung 
der Austrittsarbeit selbst wird auf die Bildung einer elektrischen 
Doppelschicht an der Elektrodenoberfläche zurückgeführt. Zur Auf- 
klärung der hierbei auftretenden Erscheinungen war es zweckmäßig, 
einmal die Änderung der Elektronen-Austrittsarbeit einer im Vakuum 
befindlichen Metalloberfläche zu untersuchen, wenn dieselbe mit 
Dämpfen der betreffenden dielektrischen Flüssigkeit beladen wurde. 

Da die Anregung einer im Vakuum befindlichen Metallober- 
fläche zur Elektronenemission, etwa durch Bestrahlung mit kurz- 
welligem Licht oder durch Glühen, die adsorbierten Schichten zer- 
stören würde, wurden die im folgenden beschriebenen Messungen 
als Kontaktpotentialmessungen zwischen nicht emittierenden Elek- 
troden nach der Kelvinschen Methode) durchgeführt. Dieses Ver- 
fahren, nämlich die Messung einer Differenz von Elektronen-Aus- 
trittsarbeiten durch Ermittlung einer Kontaktpotentialdifferenz ist 
durchaus möglich, nachdem entsprechend der Elektronentheorie der 


1) z.B. H.J. Plumley, Phys. Rev. 59. 8.200. 1941. 
2) E. B. Baker u. H. 2. Boltz, Phys. Rev. 51. S. 275. 1937. 


3) Lord Kelvin, Phil. Mag. (5) 46. S. 82. 1898. SE " 
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Metalle schon mehrfach " 2) die Übereinstimmung der Differenz der Elek- 
tronen-Austrittsarbeiten mit der Kontaktpotentialdifferenz zwischen 
zwei Metallen festgestellt worden war. 

Alle Metalle, die sich in Luft oder in einer sonstigen Gas- 
‘atmosphäre befinden, nehmen eine gewisse Menge dieses Gases als. 
adsorbierte Oberflächenschicht oder auch als im Inneren gebundenes 
Absorptiv auf. Die sorbierte Menge ist im allgemeinen der Tem- 
peratur umgekehrt proportional, so daß man beispielsweise durch 
Glühen im Hochvakuum einen Metallkörper sehr weitgehend von 
sorbierten Gasen befreien kann. 

Über die Natur der hierbei auftretenden intermolekularen Kräfte, 
also besonders der Adsorptionskräfte, existieren verschiedene Theo- 
rien. Die älteste dieser Theorien dürfte die von Langmuir’) sein, 
derzufolge die Adsorption auf freie Valenzen an der Metallober- 
fläche zurückzuführen ist, also eine Art chemischer Bindung dar- 
stell. Es ergeben sich nach Langmuir für die adsorbierte Menge 
als Funktion des Druckes mit der Temperatur als Parameter Kurven- 
scharen von der Form 


a=b 


worin a den von der größtmöglichen Adsorptionsmenge adsorbierten 
Anteil (prozentuale Besetzungsdichte), p den Druck und b, c Konstanten 
bedeuten. Diese Kurvenscharen stellen die bekannten Langmuirschen 
Adsorptionsisothermen dar, die in vielen Fällen, besonders bei der 
Adsorption von Ionen, die tatsächlichen Verhältnisse gut wiedergeben. 

Während Langmuir die bei der Adsorption auftretenden 
Wechselwirkungskräfte auf chemische Valenzkräfte zurückführt, er- 
klärt Debye*) diese Erscheinungen durch die zwischen den Molekular- 
dipolen bestehenden Coulombschen Kräfte. Hierbei wird davon 
ausgegangen, daß jeder elektrische Dipol von einer leitenden Fläche 
angezogen wird, und daß auch dipolfreie Substanzen infolge des 
induzierten Dipolmomentes adsorbiert werden können. Es ergaben 
sich bei der experimentellen Prüfung dieser Theorie jedoch Schwierig- 
keiten, insbesondere bei dem Versuch, empirisch ermittelte Adsorp- 
tionsdaten mit den Dipolmomenten in Zusammenhang zu bringen?). 

Weiterhin ist die von London entwickelte wellenmechanische 
Theorie der van der Waalsschen Kräfte bemerkenswert. Nach 


1) H. Fröhlich, Elektronentheorie der Metalle, Berlin 1936. 
2) W. Heinze, Ztschr. Phys. 109. S. 459. 1938. 
3) L Langmuir, J. Amer. chem. Soc. 40. 8. 1369. 1918. 
_ 4) P. Debye, Phys. Ztschr. 21. 8. 178. 1920. 
5) H. Cassel u. F Salate, Z. Aus Chem. Abt. A 155. 8. 321. 1931. 
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dieser Theorie’) werden die kurzperiodischen Stérungen der inneren 
Elektronenenergie in den Molekülen zur Erklärung der Adsorptions- 
und van der Waalsschen Kräfte herangezogen. Eine den Theorien 
von Langmuir und Debye anhaftende Schwierigkeit, die sich daraus 
ergibt, daß sich reine Attraktionskräfte aus den Coulombschen 
Beziehungen wegen der Dualität der elektrischen Ladungen nicht 
erklären lassen, fällt bei der von London angegebenen Theorie 
fort. Nach dieser Theorie ergibt sich eine Abhängigkeit der Ad- 
sorptionsdaten von der Molekularrefraktion, die bereits bei einer Arbeit 
von Cassel und Salditt?) beobachtet worden war und auch bei den in 
dieser Arbeit beschriebenen Versuchen auffiel. London zeigt, daß 
zwischen zwei gleichartigen Molekülen eine Wechselwirkungsenergie 
3 Ava? 


7 


besteht, worin R den gegenseitigen Abstand, a die Polarisierbarkeit 
die Eigenfrequenz der isolierten Dipole bedeutet. 


und » = 


mas, 
Aus dem negativen Vorzeichen der Energie ergibt sich, daß zur 
Vergrößerung des Abstandes der Moleküle Energie aufgewandt werden 
muß, daß also die Moleküle eine Anziehungskraft aufeinander aus- 
üben, die aber nur, da R in der sechsten Potenz auftritt, eine sehr 
geringe Reichweite hat. Für zwei verschiedene Moleküle A und B gilt 
1 3 

Um das Adsorptionspotential für ein Molekül an einer Wand zu be- 
stimmen, führt London eine Integration über die drei Dimersionen 

der Wand aus und erhält 

Nna,0,II 

hierin N = Anzahl der Wandatome pro cm’, a, az die Polarisier- 
barkeiten von Adsorbens und Adsorptiv, I, I’ die den Seriengrenz- 
frequenzen » entsprechenden charakteristischen Energien (Ioni- 
sierungsarbeiten. Man sieht, da nach Clausius-Mosotti — Bess 
e—-1 M 
e+2 
ist, eine unmittelbare Beziehung zwischen dem Produkt der Polari- 
sierbarkeiten des Adsorbens und Adsorptivs und damit den Mole- 
kularrefraktionen und dem Adsorptionspotential. Bei der Integration 
ist London allerdings von der Voraussetzung ausgegangen, daß der 
1) F. London, Zitschr. Phys. 68. S. 245. 1930; Ztschr. phys. Chem. Abt.B 


11. 8. 222. 1931. 
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Abstand d des adsorbierten Moleküls groß ist gegenüber dem gegen- 
seitigen Abstand der Wandatome. Diese Voraussetzung ist, wie 
de Boer und Custers!) angaben, nicht erfüllt, so daß die Inte-. 
gration durch eine Summation über die einzelnen Gitterpunkte zu 
ersetzen ist. Es ergeben sich dann etwas andere Zahlenwerte. 

Im allgemeinen werden, abgesehen von der gelegentlich ein- 
tretenden chemischen Bindung (z.B. von Sauerstoff an Metallen), 
sowohl Dipolbindung wie Bindung durch. van der Waalssche Kräfte 
für die Adsorption von Gasen an festen Körpern verantwortlich zu 
machen sein. Nach de Boer und Custers ist Dipolbindung vor- 
zugsweise bei aus Ionengittern aufgebauten Adsorbentien (z.B. NaCl) 
zu erwarten, weil hier das starke äußere Feld des Ionengitters, das 
bei NaCl beispielsweise im Abstand 3,2 A von der Oberfläche eine 
Stärke von 2,85-.10’V/cm besitzt, von besonderer Bedeutung ist. 
Bei den übrigen Adsorbentien ist van der Waalssche Bindung 
anzunehmen. Natürlich sind, da ja auch im Metallgitter die Mo- 
mentanwerte der atomaren Ladungen von Null verschieden sind und 
somit ein äußeres Feld entstehen kann, ganz abgesehen von den 
Bildkraftvorstellungen der Debyeschen Theorie, auch hier neben 
den van der Waalsschen Bindungen Dipolbindungen möglich. 

Die Änderung des Kontaktpotentials einer Metallfläche gegen- 
über einer Normalelektrode als Folge einer Sorption von Gasen, 
wie sie schon öfters beobachtet wurde [z. B. *)*)], kann nun einer- 
seits ihre Ursache in der Bildung einer elektrischen Doppelschicht 
auf der Metalloberfläche, andererseits aber auch in einer Verände- 
rung des Metallgitters durch absorbierte oder chemisch gebundene 
Gasmoleküle haben. Beispielsweise beobachtete Rupp‘), indem er 
die Gitterkonstante eines Ni-Kristallgitters mittels Elektronenbeugung 
maß, daß durch Absorption von Wasserstoff eine Auflockerung des 
Ni-Gitters eintrat, derart, daß sich zwischen den Ni-Atomen ein 
H-Gitter einbaute. Es ist denkbar, daß eine derartige Vergrößerung 
der Gitterkonstante eine Verkleinerung der Elektronen-Austritts- 
arbeit und demgemäß eine Verschiebung des Kontaktpotentials zu 
negativen Werten zur Folge hat. 

Ist die Dielektrizitätskonstante der adsorbierten Schicht von 1 
verschieden, so ist hierdurch ebenfalls eine Einwirkung auf die Elek- 
tronen-Austrittsarbeit und damit das Kontaktpotential zu erwarten, 

1) J. H. de Boer u. J. F.H. Custers, Ztschr. phys. Chem. Abt.B 25. 


8. 225. 1934. 
2) E. Dubois, Compt. rend. Acad. Sci. 186. S. 1832. 1928; 189. 8. 93. 1929. 


3) G. I. Finch u. J.C. Stimson; Proc. Roy. Soc. London Ser. A. 132. 
8. 192. 1931. 
4) E. Rupp, 5. 8. 453. 2000, 
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denn die Bildkraft, d. h. die Feldstärke, die das aus der Oberfläche 


ausgetretene Elektron aaron bestrebt ist, st ja 
B (V/cm), 


worin e die Elektronenladung, « ‘die Dielektrizitätskonstante und r 
den Abstand des Elektrons von der Oberfläche bedeutet. B ist also « 
umgekehrt proportional. 

Die Oberflächendoppelschicht läßt sich am einfachsten mit der 
Annahme erklären, daß die adsorbierten Moleküle ein eigenes oder 
induziertes Dipolmoment erhalten. Werden diese Dipole gleich- 
gerichtet adsorbiert, so entsteht eine Potentialschwelle an der Ober- 
fläche, die den Elektronenaustritt je nach ihrer Polarität entweder 
begünstigt oder behindert. 

Bei den in dieser Arbeit beobachteten und den in der Literatur 
erwähnten Ergebnissen dürften diese drei Einwirkungen der sorbierten 


Moleküle auf das Sorbens mehr oder weniger gemeinsam auftreten. 
Experimentelle Einzelheiten 
Der Versuchsaufbau ist in Abb.1 schematisch dargestellt. Im 


Versuchsgefäß 1, das durch eine Pumpe ständig auf Hochvakuum 
(p < 3.107 tor) gehalten wird, befinden sich zwei Elektroden 2 und 3. 
Die Elektroden haben einen Durchmesser von 18inm und sind im 
Ruhezustand 2mm voneinander entfernt. Mit dem Eisenkörper 6 
und einer (nicht mitgezeichneten) Magnetspule kann nun die Elek- 
trode 2 so weit gehoben werden, bis sie sich oberhalb des Hahnes 5 
befindet und dieser geschlossen werden kann. Der oberhalb des 
Hahnes 5 befindliche Teil der Apparatur wird normalerweise eben- 
falls durch eine Pumpe auf Hochvakuum gehalten, kann aber auch 
mit dem im Ballon 7 befindlichen Gas, dessen Druck am Mano- 
meter 8 abgelesen werden kann, gefüllt werden, so daß die Elek- 
trode 2 dem Aufprall der Gasmoleküle ausgesetzt ist und einen 
Teil davon adsorbiert, während die Elektrode 1 unverändert im 
Hochvakuum verbleibt. Nach Beendigung der Beladung wird der 
obere Teil der Apparstur wieder leer gepumpt, Hahn 5 geöffnet und 
die Elektrode 2 herabgelassen. Jetzt kann dic Änderung ihres 
Kontaktpotentials gegen 1, hervorgerufen durch die Adsorption von 
Gasmolekülen, gemessen werden. Hierzu werden die beiden Elek- 
troden zunächst leitend miteinander verbunden und geerdet. Da- 
durch wird ihre Potentialdifferenz, mit Ausnahme der Kontaktpoten- 
tialdifferenz, Null. Um letztere messen zu können, wird die Ver- 
bindung der Elektroden wieder getrennt und die obere Elektrode 
mit der Magnetspule ein kurzes Stück gehoben, wodurch auf das 
Elektrometer 9 eine Ladung influenziert wird, die der Kontakt- 
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potentialdifferenz proportional ist. Um die vielen Fehlerquellen 
ausgesetzte elektrometrische Ladungsmessung zu vermeiden, führt 
man nach Kelvin’) der Gegenelektrode (hier 2) eine veränderliche 
Gleichspannung zu, die man so abgleicht, daß der Elektrometer- 
ausschlag beim Anheben der Elektrode gerade Null ist. In diesem 
Fall ist die angelegte Gleichspannung, die sich mit einem 
technischen Voltmeter messen läßt, der gesuchten Kontaktpotential- 
differenz entgegengesetzt gleich. 
Diese Methode wurde später noch 
von Vieweg?) und Ende?) be- 
schrieben. Es wurden in dieser 
Weise für jedes der untersuchten 
Gase die Kontaktpotentialände- 
rungen bei verschiedenen Bela- 
dungsdrucken gemessen. Auf diese 
Art entstehen MeBpunkte, die sich 
zu Kurven vereinigen lassen, die 
die Abhängigkeit der durch Sorp- 
tion hervorgerufenen Kontakt- 
potentialänderung vom Beladungs- 
druck darstellen. Solche Kurven 
sind in den Abbildungen des folgen- 
den Abschnittes wiedergegeben. 
Sollen Stoffe untersucht werden, 
die bei Zimmertemperatur flüssig 
Abb. 1. sind, so wird der Ballon 7 nur so 
weit mit dem betreffenden Dampf 

gefüllt, daß der in ihm herrschende Druck nur etwa 10°/, des je- 
weiligen Sättigungsdruckes beträgt, um Kondensationen mit Sicher- 
heit zu vermeiden. Die Reinigung der Elektroden erfolgt durch 
Glihen im Hochvakuum (Wirbelstromerhitzung), und zwar so lange, 
bis sich die Kontaktpotentialdifferenz durch. weiteres Glühen nicht 
mehr ändert. Mit dem Ionisationsmanometer 4 kann das Vakuum 
im Versuchsgefäß kontrolliert werden. Das Elektrometer ist ein 
Duantenelektrometer (Fabrikat Leybold), das bei einer Duanten- 
spannung von 2 x 45 Volt und einem Skalenabstand von 0,85m 
eine Spannungsempfindlichkeit von etwa 2 mV/mm und eine Ladungs- 
empfindlichkeit von etwa 10~'* Coulomb/mm besitzt. Die Meß- 
genauigkeit für das Kontaktpotential beträgt 0,01 Volt. 
Vgl. Anm. 3, 8. 37. 
9 B. Vieweg, Ann. d. Phys. 74. 8.146. 194. 
ei 3) W. Ende, Phys. Ztschr. 30. S. 477. 1929. Sire 
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Die Versuchsergebnisse 

Als Elektrodenmaterialien wurden nacheinander Nickel, Silber, 
Tantal, Kupfer und Platin benutzt, und zwar in Form 0,1 mm starker 
Bleche. Die Nickelelektrode wurde nacheinander mit simtlichen in 
der folgenden Tabelle angegebenen Stoffen beladen, für die übrigen 
Eiektrodenmetalle wurden lediglich einige besonders charakteristische 
Stoffe, nämlich Wasserstoff, Methanol, Heptan und Benzol, ausgewählt. 

Es folgt eine Zusammenstellung der zur Beladung benutzten 
Stoffe. Hierin bedeuten M das Molekulargewicht, u das Dipol- 
moment in 101% e.s.E., S die Stoßzahl der Gasmoleküle pro Sekunde 
auf 1cm? bei einem Druck von 10-5 tor und T = 300° K, P den 
Sättigungsdruck bei +20°C in tor und Mp die Molekularrefraktion 
bei der Frequenz der D-Linie. Die Daten stammen teils aus Lan- 
dolt-Börnstein?), teils aus Fuchs und Wolf?) 


Stoff | Formel | M u 8 P M, 
Wasserstoff H, 2 0 1,04. 2, 
Argon Ar 40 0 0,232 = —_ 
Wasser. . . H,O 18 1,90 0,347 17,5 3,8 
Kohlenoxyd. . co 28 0,11 0,278 = 5,0 
Kohlendioxyd . co, 44 0...0,2 | 0,222 _ 7,3 
Methan. ... CH, 16 0 0,368 — 6,6 
Pentan. ...| C,H, 72 0 0,173 420 25,23 
Hexan ....| C,Hy 86 0 0,159 120 29,88 
Heptan....| CHu 100 0 0,146 36 34,49 
Methanol . . . | CH,OH 32 1,66 0,260 96 ‚23 
Athanol ... OH 46 1,70 0,217 44,5 12,78 
Propanol . . . | C,H,OH 60 1,67 0,190 15,2 17,52 
Butanol . ... | C,H,OH 74 1,66 0,171 5 22,15 
Cc 78 0,167 75 26,6 
Chlorbenzol . . | C,H,C 102 155 | 0.146 88 | 332 
Tolacl ... . . |-C,H,CH, 92 0,40 0,153 21 31,06 


Die Stoßzahlen S sind überschüssig berechnet unter folgenden 
vereinfachenden Annahmen: a) Aufprall senkrecht zur Fläche, b)gleiche 
Geschwindigkeit aller Moleküle. 

In Abb. 2ff. sind die auf 8.42 erwähnten Kurven, wie sie sich 
aus den Versuchen ergeben, dargestellt. Als Ordinate ist die Kon- 
taktpotentialdifferenz zwischen einem durch mehrfaches Glühen er- 
haltenen Ausgangswert und dem nach der jeweiligen Beladung ge- 
messenen Wert aufgetragen. Die angegebene Polarität ist so zu 
verstehen, daß sie derjenigen der angelegten Kompensationsspannung 
entgegengesetzt ist, d. h. ein positives Kontaktpotential bedeutet eine 
Erhöhung, ein negatives eine Erniedrigung der Elektronen-Austritts- 
arbeit. Als Abszisse ist der jeweilige Beladungsdruck in tor aufgetragen. 


1) Landolt-Börnstein, Tabellenwerk II, S. 975. 


8% 0.Fuchs u. K.L. Wolf, Dielektrische Polarisation, Leipzig 1935. 
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Infolge der Gasabgabe der nicht ausheizbaren Glas- und Metall- 
teile des Versuchsgefäßes betrug das Endvakuum im oberen Teil 
desselben etwa 10-5, im unteren Teil 3...5-10”®tor, so daß MeB- 
punkte unterhalb 10~* tor wegen der Fragwiirdigkeit des im Ver- 
suchsgefäß befindlichen Gasrestes nicht aufgenommen wurden. 

a Abb. 2 stellt die Ergebnisse der 
Al Beladungsmessungen mit Kohlen- 
wasserstoffen der Paraffinreihe dar. 
6 Bei Methan ist kein Effekt fest- 
zustellen, die Kurve hierfür fällt 
daher mit der Nullinie zusammen. 
x Beiden übrigen Kohlenwasserstoffen 
037 dieser Reihe zeigt sich ein An- 
4 End rung mit dem Molekulargewicht 

Abb. 2. Kontaktpotentialänderungen z 
bei Beladung einer Nickelelektrode (Kettenlänge) und mit d we Mole- 
mit Paraffinen unter verschiedenen Kularrefraktion. Auffällig ist die 
Drucken Polaritätsänderung bei C,H,,, was 
auf eine mehrschichtige Adsorption 
schließen läßt. Eine ähnliche Erscheinung dürfte bei C,H,, vorliegen. 
Bemerkenswert ist der Unterschied zwischen dem Heptan von Kahl- 
baum, und dem ,,Normal-Heptan“, einem synthetischen Erzeugnis der 
Firma I. G. Farbeningustrie A.-G. Als Elektrodenmaterial wurde hier 

Nickel benutzt. 

Ein völlig entgegengesetztes Bild zeigt Abb. 3, die dieselben 

Verhältnisse bei der Adsorption von Alkoholdämpfen an Nickel 


Volt 0 
= 
Alkohole 7 70 


Abb. 3. Kontaktpotentialänderungen bei Beladung einer Nickelelektrode ad 
mit Alkoholen unter verschiedenen Drucken 


wiedergibt. Hier ist die Kontaktpotentialdifferenz dem Molekular- 
gewicht und der Molekularrefraktion umgekehrt proportional. Auf- 
fallig ist jedoch der Kurvenverlauf bei Propyl- und Butylalkohol, 
wo bei niedrigen Beladungsdrucken eine Umkehrung der Reihenfolge 
im Sinne der Abb. 2 stattzufinden scheint. Wahrscheinlich bildet 
sich hier bei geringen Drucken zunächst eine monomolekulare Schicht 
angelagerter Dipolmoleküle, die eine hohe Se 
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bewirkt. Bei höheren Drucken werden dann noch weitere Molekül- 
schichten adsorbiert, deren Dipole nicht mehr ausgerichtet zu sein 
brauchen. Hierdurch wird das Feld der untersten Dipolschicht ab- 
geschirmt und die Anderung des Kontaktpotentials wird kleiner. 
Eine besondere Bedeutung kommt dem Wasserstoff zu, da 
dieses Gas bekanntlich von vielen Metallen nicht nur adsorbiert, 


#02r 
Volt 


mit Wasserstoff 


sondern auch gelöst wird. Es sind daher charakteristische Kon- 
taktpotentialänderungen für verschiedene Metalle zu erwarten. Abb.4 
stellt die durch Wasserstoffbeladung hervorgerufene Kontaktpoten- 
tialänderung der Metalle Ni, Ta, Ag, Cu und Pt dar. Bei Tantal 
ist die Einwirkung Null, so daß die Kurve für dieses Metall mit 
der Nullinie zusammenfällt. Silber: und Kupfer zeigen annähernd 
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Abb. 5. Kontaktpotentialänderungen bei Beladung verschiedener Metalle 


mit Methan 


druckunabhängiges Potential, was darauf schließen läßt, daß sich 
bei niedrigen Drucken bereits eine ÖOberflächenschicht bildet, die 
auch bei höheren Drucken im wesentlichen unverändert bleibt. Bei 
Nickel und Platin hingegen erfolgt ein Einbau der Wasserstoffätome 
in das Metallgitter, weshalb die Änderung des Kontaktpotentials mit 
dem Beladungsdruck wächst. 

Abb. 5 zeigt die Beladungskurven für Nickel und Silber bei 
Beladung mit Methan. Auch bei Silber ist die Einwirkung nur 
gering; man beachte, daß hier der Ordinatenmaßstab 10mal so groß 
gewählt ist wie bei den übrigen nasse 
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Die Einwirkung von Normalheptan auf die verschiedenen Metalle 
ist aus Abb. 6 zu ersehen. Wieder ist die Einwirkung auf Tantal 
praktisch Null, während, wie bei den Wasserstoffkurven, bei Kupfer 


und Silber nur eine verhältnismäßig geringe Druckabhängigkeit der 


Abb. 6. Kontaktpotentialänderungen bei Beladung verschiedener Metalle — 
mit Heptan 


_ Kontaktpotentialdifferenzen festzustellen ist. Merkwürdigerweise ist 
hier das Vorzeichen des Kontaktpotentials bei Cu und Ag verschieden. 
Die starke Druckabhängigkeit bei Pt und Ni dürfte allerdings wohl 
kaum auf eiden Einbau der großen Heptanmolekiile in das Metall- 


64 Sitter zurückzuführen sein; viel- 

Volt 7 leicht hat man es hier mit 

Ri | einer druckproportionalen Be- 
sar setzungsdichte zu tun. 

To Ja, |,% Die Ergebnisse derseiven 

win Ay,/a Versuchsreihe, diesmal aber für 

Benzol, sind in Abb.7 dar- 

u gestellt. Bei Ta, Ni und Pt 

dr M scheint sich eine druckunab- 

hängige Adsorptionsschicht zu 


“or bilden, während bei Cu und Ag 

Beladung verschiedener Metalle mit Benzol °° Druckabhängigkeit ent- 
steht, die deswegen bemerkens- 


f wert ist, weil bei dem verhältnismäßig hohen Druck von 10~* tor 
bereits keine Einwirkung mehr feststellbar ist. 

Besonders interessant ist Abb. 8, die die Einwirkung des Dipol- 
moleküls CH,OH auf die verschiedenen Metalle zeigt. Es ergibt sich 
eine der Metalle mach der der 
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differenz, die mit dem Elektronenaufbau der Metallatome überein- 
stimmt, wie weiter unten noch näher ausgeführt werden wird. 

Die Abb. 9 zeigt noch die 
Einwirkung von Chlorbenzol 
und Toluol auf Silber und *4T 
Nickel. Bemerkenswert ist 
hier die Polaritätsänderung 
beim Silber, die auf eine 
Übereinanderlagerung mehre- 
rer Schichten bei steigendem 
Druck zurückzuführen sein 972 
dürfte. Abb.8, Kontaktpotentialänderungen bei Be- 

Wird die Oberfläche eines ladung verschiedener Metalle mit Methanol 
Metalles chemisch verändert, 
so resultiert daraus infolge der Strukturänderung eine starke Änderung 
des Kontaktpotentials. Abb. 10 stellt einen solchen Vorgang schematisch 
dar, wie er zufällig beobachtet wurde, als versehentlich einmal eine 
Nickelelektrode bei unvoll- 
kommenem Vakuum (im 
VersuchsgefäßB befanden 
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Abb. 9. Kontaktpotentialänderungen bei Be- Abb. 10. Kontaktpotential- 
 ladung von Silber und Nickel mitChlorbenzol änderung einer Nickelelek- 
7 (oben) und Toluol (unten) trode durch Oxydation 


glüht wurde. Die Abszisse bezeichnet die ungefähre Glühdauer in 
Sekunden, die Ordinate das Kontaktpotential. Die Änderung erfolgte 
in positiver Richtung, also im Sinne einer Erhöhung der Elektronen- 
Austrittsarbeit, wie sie in ähnlicher Weise auch schon von Finch 
und Stimson’) beobachtet wurde. 

Charakteristisch für alle Kontaktpotentialmessungen ist die 
— verglichen mit anderen physikalischen Messungen — geringe 
Reproduzierbarkeit der Ergebnisse. Beispielsweise ist, selbst bei 


ET. Vgl. Anm. 3, 8. 40. 


| 
J 
> N 
> 
2 sich Z-1U * tor Luit 
4 4 
4 Ay My 05 
‘ 


48 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 43. 1943 


peinlichster Rekonstruktion der Versuchsbedingungen, bei Wieder- 
holung einer Messung eine Ubereinstimmung der MeBwerte von 10%, 
bereits als giinstiges Ergebnis zu werten. 

Als Ursachen hierfür sind Änderungen in der Kristallstruktur 
des Elektrodenmetalles durch das wiederholte Glühen, Unbeständig- 
keit der adsorbierten Schicht im Vakuum und möglicherweise auch 
eine Neuadsorption von Restgasmolekülen, die ja auch bei einem Druck 
von 3.10-® tor immer noch in großer Zahl vorhanden sind, an- 
zunehmen. Während die Kristallstrukturänderungen eine allmähliche 
Veränderung des Ausgangswertes von Messung zu Messung zur Folge 
haben, ergeben die Schichtänderungen eine zeitliche Inkonstanz des 
Kontaktpotentials der beladenen Fläche. 

Um einwandfreie Meßresultate zu erhalten, mußten diese Stör- 
einflüsse natürlich nach Möglichkeit eliminiert werden. Das geschah 
auf folgende Weise: Die Elektrodenbleche wurden vor Beginn einer 
Messung so lange geglüht, bis, wie bereits erwähnt, sich das Kon- 
taktpotential der unbeladenen Elektrode nicht mehr änderte, also 
das Kristallgefüge stabil geworden war. Zur Elimination der Zeit- 
abhängigkeit des Kontaktpotentials wurden für mehrere Adsorbentien 
und Adsorptive die Kontaktpotentiale der beladenen Flächen als 
Funktion der Zeit aufgenommen und außerdem bei jeder Messung 
die zwischen Beladung und Kontaktpotentialmessung verstrichene 
Zeit notiert, so daß die gemessenen Werte mit Korrekturen ver- 
sehen werden konnten. Die zwischen Beladung und Messung liegende 
Zeit wurde, um die Abweichung klein zu halten, so kurz wie mög- 
lich gemacht; sie betrug in der Regel 1 Minute. 

Obwohl die auf den Kurvenblättern der Abb. 2ff. angegebenen 
Meßpunkte zu einem großen Teil durch mehrere Kontrollmessungen 
erhärtet sind, ist doch vor einer allzu weitgehenden Ausdeutung der 
Meßergebnisse zu warnen, da diesen aus den erwähnten Gründen 
stets eine gewisse Unsicherheit anhaftet. 


Diskussion der Versuchsergebnisse > 
Die für die Messungen benutzten Elektrodenmetalle RER 
abgesehen von den Eigenschaften der mechanischen Festigkeit, Aus- 
glühbarkeit usw., nach dem Aufbau der äußersten Elektronenhülle 
ihrer Atome ausgesucht. Da das elektrische Feld in der Nähe eines 
Atoms im wesentlichen von der Elektronenkonfiguration in der 
äußersten Schale abhängen dürfte, ist zu erwarten, daß auch die 
Adsorptionseigenschaften hiervon beeinflußt werden. 
Es wurden zwei Metalle aus der Spalte 1 des periodischen 
mit Jee einem Elektron in Chale, ge 
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wählt, und zwar Kupfer und Silber. Ferner zwei Metalle aus der 
8. Gruppe mit zwei fehlenden Elektronen in der zweitinneren Schale, 
nämlich Nickel und Platin. Schließlich wurde noch ein Vergleichs- 
metall aus der Mitte des periodischen Systems, also ohne hervor- 
tretende Elektroneneigenschaften, gewählt, und zwar Tantal (Gruppe 5). 

Im einzelnen haben die benutzten Metalle den folgenden 
Schalenaufbau: 


Elektronenschale 
Z Element — 

K L M N o > 

Ni 2 8 16 2 _ _ 

Cu 2 8 18 1 _ _ 

Ag 2 8 18 18° 1 _ 

Ta 2 8 18 32 11 2 

= Pt 2 8 18 32 16 2 


= se Man sieht, daß der Aufbau der äußersten Schalen bei Ni und Pt 


übereinstimmt; beide haben in der äußersten Schale zwei und in 
der nächstinneren 16 Elektronen. Eine ebensolche Übereinstimmung 
besteht zwischen Cu und Ag, wo sich in der äußersten Behaie je 
ein, und in der nächstinneren 18 Elektronen befinden. 

Betrachtet man nun einmal die Versuchsergebnisse im Hinblick 
auf diesen Elektronenaufbau, so fällt zunächst auf, daß die Ände- 
rung des Kontaktpotentials infolge der Beladung bei Ni und Pt 
wesentlich stärker ist als bei den anderen Metallen. Beim Wasser- 
stoff ist diese Erscheinung (Abb.4) zweifellos auf einen Einbau der 
H-Atome in die Metallgitter von Ni und Pt zurückzuführen, obwohl 
hierbei noch unklar bleibt, weshalb die Polarität der. Kontaktpoten- 
tialänderung bei den beiden Metallen verschieden ist. Diese Er- 
scheinung wurde übrigens nur bei dipolfreien Adsorptiven festgestellt. 
Wahrscheinlich spielen Unterschiede in der Anlagerung der Dampf- 
moleküle (verschieden starker „Durchgriff“ des Metallgitterfeldes durch 
die adsorbierte Schicht) eine Rolle. Derartige Unterschiede werden ver- 
ständlich, wenn man bedenkt, daß der gegenseitige Abstand der Pt- 
Atome im Gitter nur etwa 1,05mal so groß ist wie derjenige der Ni- 
Atome, obwohl sich die Kernladungssahlen Ni: Pt wie 28:78 verhalten. 

Das Verhalten von Cu und Ag zeigt weitgehende Überein- 
stimmung, der Mechanismus der Adsorption dürfte also bei diesen 
Metallen derselbe sein. Es scheint kein Einbau von Fremdgas- 
molekülen in das Metallgitter, sondern lediglich Bi!dung von Ober- 
flächenschichten vorzukommen, weshalb nur geringe Kontaktpoten- 
tialdifferenzen ohne besonders auffällige Druckabhängigkeit, mit 
Ausnahme von Benzol, vorkommen. RE 
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Charakteristisch ist die fast völlige Passivität des Tantals, das 
bei keinem Versuch Kontaktpotentialänderungen von mehr als 
0,04 Volt zeigte. Diese Tatsache hängt zweifellos mit seiner Stel- 
lung im periodischen System, d. h. mit seinem nicht besonders hervor- 
tretenden Elektronenaufbau, zusammen. 

Die bisher beschriebenen Versuche wurden mit dipoliosen Sub- 
stanzen vorgenommen. Abb.8 zeigt das Verhalten der Dipolsubstanz 
Methanol. Hier zeigt sich ein deutlicher Einfluß der Elektronen- 
konfiguration der Metallatome auf die Kontaktpotentialänderung, der 
auf eine dem Oberflichenfeld entsprechende Ausrichtung der adsor- 
bierten Dipole schließen läßt. Natürlich braucht die Adsorption 
nicht auf Dipolkräften allein zu beruhen, es ist aber anzunehmen, 
daß die elektrischen Eigenschaften der Adsorptionsschichten im 
wesentlichen von den Dipoleigenschaften der Moleküle abhängen, 
wenn Dipolmoleküle bei der Adsorption beteiligt sind. 

Da bei den hier ausgeführten Versuchen die Mengen der adsor- 
bierten Dämpfe nicht gemessen wurden, ist es natürlich durchaus 
möglich, daß inaktiv erscheinende Stoffe (Tantal) mengenmäßig viel, 
andere Stoffe mit großen Kontaktpotentialänderungen mengenmäßig 
wenig adsorbieren. Obwohl ein derartiges Verhalten nicht sehr wahr- 
scheinlich ist, weil die bei der Adsorption wirksamen Kräfte auf 
die freien Metallelektronen und damit auf die Austrittsarbeit und 
das Kontaktpotential nicht ohne EinfinB sein können, ist doch zu 
bedenken, daß die von einer monomolekularen Adsorptionsschicht 
hervorgerufene starke Kontaktpotentialbeeinflussung durch darüber- 
gelagerte weitere Schichten wieder abgeschwächt werden kann. 

Über die Art und Weise, in der die adsorbierten Moleküle an 
den Metallen anhaften, kann aus den Versuchsergebnissen folgendes 
entnommen werden: Es ist, besonders bei Wasserstoff, anzunehmen, 
daß ein großer Teil der Moleküle im Inneren sorbiert wird und 
hierdurch infolge von Veränderungen des Metallgitters einen wesent- 
lichen Einfluß auf das Kontaktpotential ausübt. Ein kleinerer Teil 
der Moleküle wird an der Oberfläche bleiben und dort durch van 
der Waalssche Kräfte festgehalten werden. Diese Oberflächen- 
schicht wird infolge der atomaren Polarisierbarkeit einerseits ein 
induziertes Dipolmoment erhalten, andererseits aber auch eine von 
1 verschiedene Dielektrizitätskonstante haben und dadurch ebenfalls 
das Kontaktpotential beeinflussen. Bei den schwereren Dampfmolekülen 
ist ein tieferes Eindringen in das Metallgitter wohl ausgeschlossen, 
weshalb Oberflächenschichten von mehreren Moleküllagen anzunehmen 
sind, deren Dicke vom Beladungsdruck abhängt. Die Lebensdauer 
dieser im Vakuum Minuten zu etwa 1 Std. 
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Um Aufschluß über die Vorgänge bei der Bildung einer Adsorp- 
tionsschicht zu erhalten, wurden unter besonderen Versuchsbedin- 
gungen Beladungsversuche bei sehr niedrigen Drucken (etwa 10~* tor) 
durchgeführt. Weil bei derart geringen Drucken die Reinheit des 
im Versuchsgefäß befindlichen Gases nicht mehr zu kontrollieren 
ist, können die Ergebnisse dieser Versuche nur zur groben Orien- 
tierung dienen. Es zeigte sich, daß die Ausbildung einer Schicht 
mit unveränderlichem Kontaktpotential bei diesen Drucken mehrere 
Minuten dauert. Da während dieser Zeit 1000—10000mal so viel 
Moleküle auf die Elektrode aufprallen, als zur Bildung einer monc- 
molekularen Schicht erforderlich sind, scheint im Durchschnitt nur 
etwa jedes 10000. aufprallende Molekül zur Schichtbildung beizutragen. 

Vergleicht man mehrere Sub- 
stanzen in ihrer Einwirkung auf % 
einunddasselbe Metall, beispiels- 237 
weise die Paraffine und Alkohole 
in ihrer Einwirkung auf Nickel 
(Abb. 2 und 3), so zeigt sich, daß 
das Dipolmoment des Adsorptivs 
(vgl. Tabelle S. 43) auf die Größe 
der Kontaktpotentialänderung ohne 
Einfluß ist. Die Dipoleigenschaften 
spielen wohl eine gewisse Rolle (vgl. 
Abb. 8), sind aber für die Kon- PEN 
schlaggebend. EinigeMeBergebnisse ;;on M,, des Adsorptivs. ‘Die Be- 
zeigen einen Gang mit der Mole- ziehung ist nicht eindeutig, bei- 
kularrefraktion; zwei solcher Kur- spielsweise gehören die einzelnen 
ven sind in Abb. 11 dargestellt. Als Punkte zur unteren Kurve 
Ordinate ist hier die bei einem 
Beladungsdruck von 10”? tor sich einstellende Kontaktpotential- 
differenz ohne Berücksichtigung des Vorzeichens, als Abszisse die 
Molekularrefraktion des betreffenden Absorptivs aufgetragen. Auch 
hier liegt keine ausgeprägte Gesetzmäßigkeit vor, manche Werte 
fallen völlig aus der Reihe, wie z. B. die in obenstehender 
Abb. 11 angegebenen einzelnen Punkte. Ebenso gewinnen die 
Kurven ein völlig anderes Aussehen, wenn man sie für einen 
anderen Beladungsdruck zeichnet. _ Diese Unstimmigkeiten . sind 
offenbar darauf zurückzuführen, daß die vorerwähnten Coulomb- 
schen und die wellenmechanischen Adsorptionskräfte stets ge- 
meinsam auftreten, wodurch sich der Adsorptionsmechanismus 
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Zusammenfassung 


Es werden eine Reihe von Metalloberflächen mit Dämpfen 
dielektrischer Flissigkeiten, insbesondere der Paraffin- und Alkohol- 
reihe, sowie von Benzol, Chlorbenzol und Toluol, ferner auch mit 
Wasserstoff beladen und anschließend im Hochvakuum die Kontakt- 
potentialdifferenz der beladenen, d. h. mit sorbierten Molekülen be- 
deckten, Metallfläche gegen eine Normalelektrode nach der Kelvin- 
schen Methode gemessen. 

Hierbei ergibt sich in einigen Fällen eine Abhängigkeit der 
Kontaktpotentialdifferenz vom Beladungsdruck, der zwischen 2 und 
10”*tor variiert wird. Diese Erscheinung wird einerseits auf ein 
Anwachsen der adsorbierten Schicht, andererseits auf einen mit dem 
Beladungsdruck zunehmenden Einbau der adsorbierten Moleküle in 
das Metallgitter zurückgeführt. Ferner zeigen sich Abhängigkeiten 
der Kontaktpotentialdifferenz vom Elektronenaufbau der adsorbieren- 
den Metalle und bei einigen Versuchsreihen auch von der Molekular- 
refraktion des Adsorptivs. Die Dipolmomente der Adsorptive sind 
ohne Einfluß auf die gemessenen Kontaktpotentialdifferenzen. 

Die Größenordnung der gemessenen Kontaktpotentialdifferenzen 
liegt zwischen + 0,8 Volt, ist also wesentlich kleiner als die im 
Inneren dielektrischer Flüssigkeiten vermuteten Änderungen der 
Elektronen-Austrittsarbeit von Metallen. Es ist natürlich nicht aus- 
geschlossen, wenn auch im Hinblick auf Vorversuche nicht sehr 
wahrscheinlich, daß bei höheren. Beladungsdrucken noch größere 
Kontaktpotentialänderungen auftreten, die sich den in Flüssigkeiten 
vermuteten Werten angleichen. Versuchen mit höheren Beladungs- 
drucken, die, um Kondensationen zu vermeiden, bei höheren Tem- 
peraturen ausgeführt werden müßten, steht jedoch die prinzipielle 
Schwierigkeit entgegen, .daß die Adsorptionsfähigkeit aller Adsor- 
bentien mit steigender Temperatur fällt. 


Die Arbeit wurde auf Anregung von Prof. Dr. A. Nikuradse 
im Laboratorium für Elektronen- und Ionenlehre der Technischen 
Hochschule Berlin durchgeführt. 

Der Gesellschaft der Freunde der Technischen Hochschule Berlin 
sowie der Deutschen Forschungsgemeinschaft spreche ich meinen Dank 
für die Überlassung von Apparaten aus. 


Berlin, Technische Hochschule, 1942. 
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Beiträge zur Theorie der elektrischen Ablenkung usw. 


von Elektronenstrahlenbündeln. IV 
Von Johannes Picht 


(Mitteilung des Lehrstuhls für theoretische Physik 
der Webrtechnischen Fakultät an der Technischen Hochschule Berlin) 


PR oda gefundenen Fehlerausdrücke mit den von G. Wendt 
in „Bildfehler bei Ablenkung eines Kathodenstrahlbündels 
in zwei gekreuzten Ablenkfeldern‘‘’) abgeleiteten Fehlerausdrücken 


1. Ergänzende Bemerkungen zu II und III 
Zu den Untersuchungen und Ergebnissen der Beiträge II und III 
scheinen mir einige ergänzende Bemerkungen notwendig. Auf S.454/455 
des Beitrages II war mit Bezug auf Verzerrungsfiguren des Ver- 
formungsfehlers zweiter Ordnung, der bei der elektrischen Ablenkung 
eines elektronenoptischen Bildes auftritt und der durch die Gleichungen 


a) 2grz,sinp, 


Ay=Iry,sinp— 2grz,cosp 
dargestellt wird, worin e, g, | nach P—H II 8.448 u.f. durch die 
Gl. (13a), (13c), (13f) bzw. — bei Vernachlässigung von Gliedern 
höherer Ordnung in y,, Yas yi) ...— durch die Gl. (13a,), (13c,), 


(13f,) gegeben sind, gesagt: 

„Im allgemeinen sind ... für Bildpunkte, deren Koordinaten z,, y, 
gleichzeitig von Null verschieden sind, die sich um die zugehörigen 
abgelenkten Bildpunkte bildenden ellipsenähnlichen Verzerrungs- 
figuren keine Ellipsen“. 


1) Beitrag I. J. Picht u. J. Himpan, Allgemeine Untersuchungen über 
den Strahlenverlauf in elektrostatischen Ablenkfeldern. Ann. d. Phys. [5] 39. 
8. 409—435. 1941. (Nachfolgend durch P-H I zitiert.) — Beitrag II. J. Picht 
u. J. Himpan, Elektrische Ablenkung eines (ausgedehnten) elektronenoptischen 
Bildes und die dabei auftretenden Bild- und Ablenkfehler bis zur dritten Ordnung. 
Ann. d. Phys. [5] 39. S. 436—477. 1941. (Nachfolgend durch P-H II zitiert.) — 
Beitrag III. J. Picht u. J. Himpan, Dynamischer Bildaufbau mittels gekreuzter 
elektrischer Ablenksysteme und die dabei auftretenden Abbildungsfehler bis zur 
dritten Ordnung. Ann. d. Phys. [5] 39. S. 478—501. 1941. (Nachfolgend durch 
P-H III zitiert.) 

2) Ztschr. f. Phys. 118. S. 593—617. 1942. —— durch W II 
zitiert.) 
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Dementsprechend wurde bei jenem Bildfehler sowie bei ver- 
schiedenen anderen in P-H II und in P—H III diskutierten Bildfehlern, 
deren mathematische Darstellung eine den Gl. (1) ähnliche Form be- 
sitzt, zwischen den Fällen unterschieden, in denen es sich um nur 
„ellipsenähnliche Verzerrungsfiguren“ oder kurz um „Verzerrungs- 
ovale“ und in denen es sich um „Verzerrungsellipsen“ handelt. 

Es war an jener Stelle (P-H II, S. 455) in einer Anmerkung 
darauf hingewiesen, daß in der Arbeit von G. Wendt „Über die 
Abbildungsfehler magnetischer Ablenkfelder“*) entsprechende in ähn- 
lichem Zusammenhang auftretende schiefliegende Verzerrungsovale — 
wie wir seinerzeit sagten: irrtümlich — als Ellipsen bezeichnet werden. 

Herr Wendt machte mich nun gelegentlich darauf aufmerksam, 
daß es sich sowohl bei den in seiner Arbeit WI auftretenden Ver- 
zerrungsovalen als auch bei den in unseren Arbeiten P-H II und III 
vorkommenden, als „nur ellipsenähnlich“ bezeichneten Verzerrungs- 
figuren doch stets um Verzerrungsellipsen handelt, wie man erkennt, 
wenn man die Gleichungen nach sing und cosp auflöst und die 
sich hierbei ergebenden von 42 und Ay linear abhängenden Aus- 
jricke für sing und cos ins Quadrat erhebt und addiert. Es 
ergibt sich dann eine in 42, Ay quadratische Gleichung, also ein 
Kegelschnitt und zwar eine Ellipse. 

Hiernach sind also auch alle von uns nur als „ellipsenähnlich“ 
(oder kurz als ,,Verzerrungsovale“) bezeichneten Verzerrungsfiguren — 
in den Grenzen der „Fehler dritter Ordnung“ — Verzerrungsellipsen. 
Es handelt sich bei diesen Verzerrungsfigureu aber um Ellipsen, die 
sich von jenen auch von uns bereits als „Ellipsen“ bezeichneten und 
als Sonderfälle behandelten Verzerrungsfiguren noch in charakteristi- 
scher Weise unterscheiden, so daß die von uns seinerzeit durch- 
geführte Unterscheidung zwischen den genannten beiden Fällen doch 
ihre Berechtigung behält. 

Bei den in P-HII und P-HIII bereits als „Ellipsen“ be- 
zeichneten Verzerrungsfiguren handelt es sich nämlich — wie aus 
der Gl. (18) in P-H II S.456 und den dort anschließenden Glei- 
chungen folgt — um solche Ellipsen, die dem den betreffenden 
Strahlenkegel(mantel) bestimmenden Kreis (r, 9) der Blendenebene 


derart zugeordnet sind, daß die zu g=-0,rundg=5,37 ge- 
hörenden Radien des Blendenkreises der großen bzw. kleinen Halb- 


achse der Ellipse entsprechen und die so erhaltenen Ellipsen um den 
Winkel & gedreht sind. Hier entsprechen also die beiden Haupt- 


1) Die Telefunkenröhre, Heft 15, April 1939. (Nachfolgend durch WI _ 
zitiert) 8. 100—136, 


3 
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achsen a, b der Ellipse den beiden ausgezeichneten Azimuten p= 0, % 
und = 3-5 des Blendenkreises. Dem übrigen Azimuten des 
Blendenkreises entsprechen in diesen Fällen in der Bildebene 
Azimute y = arctg (ter), bezogen auf die Achse a der Ellipse 


als Nullazimut, d.h. Azimute arctg (=: te 9) + a, bezogen (ais Null- 


azimut) auf die zur z-Achse der Blendenebene parallele Richtung. 

Bei den anderen, von uns nur als „ellipsenähnlich“ oder als 
„Verzerrungsovale“ bezeichneten Verzerrungsfiguren liegen die Ver- 
hältnisse indessen wesentlich anders. Diese Verzerrungsfiguren sind 
zwar — wie schon bemerkt — gleichfalls Ellipsen, bei ihnen ent- 
sprechen aber die Hanptachsen nicht mehr den Azimuten p = 0,2 


bzw. z 35 des Blendenkreises. Um diese Verzerrungsellipsen 


genauer in ihrer punktweisen Zuordnung zu den Strahldurchstoßungs- 
punkten mit der Blendenebene zu diskutieren, haben wir Gl. (18 
in P-H II durch 
@) | y = acosysin« + bsin y cosa = a, cos gm + b, sing ENG 
zu ersetzen, indem wir die Ellipse, bezogen auf ihre Hauptachsen 
als Koordinatenachsen ” = acosy; = bsiny 
(38) acosw=— (a, cosa + a, sin co cos (b, cos — b, sin a) 
(4) bsiny =— (a, sina — a,cos a) cos + (0, sina + b, cosa)sing. 


Das Maximum von a cosy ist a und ergibt sich durch =— = (a cos " 


fir mit 
— (6, cos a — 5, sin a) 


(5) ty, = a, cosa + a, sine 
6) a= Via, cos a@ + a, sin a)? + (b, cos a@ — b, sin a. a 


Entsprechend ergibt sich das Maximum von bsiny=b fir p= $Y, m mit 
= 


b, sina + b, cosa 
— (a, sina — Q, cos a) 


(8) b= Ya, sin — a, c08.@)? + (b, sina+ b, cos @)?. 

Aus (3), (5), (6) folgt RS a 
cos wy = cos (p ;) 


i 
. 


und aus (4), (7), (8) ae 


sin y = cos(p — g,) = sin (p+ a 
Demnach ist 
(9) -=5-9 und —tgg, = 
Aas (5), (7), (9) folgt 
a, a, — b, b, 
(10) tg2a = 2 
Hieraus folgt 


(11) cos 2a = 
Via,* — a,? + b,? — + 4 (a, a, — b, 


und hiermit 


a2) =] + 4,7 
= Va’ a’+b’— + 4(a, a,—b, b,)?, 


wofür wir auch schreiben können 


3 Via,? + +.4,? +5,’ — 4(a, b, 


Für den Verformungsfehler zweiter Ordnung, der durch (1) gegeben 
ist, sind demnach die Hauptachsen der Verzerrungsellipsen gegen die 
z, y-Achsen um den Winkel a gedreht, für den hier 7 orig die 
Beziehung gilt 


(14) 


Die allgemeinen Gleichungen fir die FRE werden hier 
nach (12) bzw. (13) 


Die Hauptachsenrichtungen entsprechen nach (5) und (7) den 
Werten (r, 9 bzw. (r,q,) der Blendenebene mit 


+ 2gmtga’ 

29% tga + ly, 

eytga— 292, 

Für die in P-HII S.456 angegebenen vier Sonderfälle, für die 
sich die oben erwähnten speziellen Ellipsen ergeben, sind die vor- 
gen für b ait ent- 


EN 


56 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 43. 1943 
A 
~ 
{ 
4 
WER 
at 
(x 
| | = 
4 
J = 


J. Picht. Beiträge zur Theorie der elektrischen Ablenkung usw. 57 


sprechenden Gleichungen auf S. 456 (P-H II) identisch. Auch die 
auf S. 457 (P-H II) abgeleitete Beziehung, daß für = <0 die 


Verzerrungsellipsen an den Stellen > -=+75 vH —¢! zu Geraden 


entarten, ergibt sich auch aus den hier ige Werten von a 
und b, wie überhaupt alle sonstigen in P-HII und P-HII an- 
gegebenen Folgerungen über die als Sonderfälle diskutierten speziellen 
Ellipsen und die Entartungen der Verzerrungsovale erhalten bleiben. 
Nur bezüglich der als „ellipsenähnlich“ bezeichneten Verzerrungs- 
figuren sind einige Ergänzungen möglich, auf die nachstehend noch 
im einzelnen hingewiesen werden soll. 

Zu: P-HI (S. 461 u.f.), 3b) Astigmatiemus und Bildfeldwölbung 
dritter Ordnung. Hier haben wir in den allgemeinen GI. (12) und (13) 
für die Achsen der Verzerrungsellipsen und in (9) für den Dreh- 
winkel « 


ay b, =+ 2srz,y,, 
zu setzen, wo n, p, s, ti nach P-HII S. 459 u.f. durch (24a), (24b), 
(244), (24e) ton: — bei Vernachlässigung von Gliedern höherer 
Ordnung in y4, Ya, ¥4, --- — durch (24a), (24b,), (24d,), (24e,) 
gegeben sind. Die Ausführungen auf S. 463 (P-HII) beziehen sich 
dementsprechend wieder auf die speziellen Ellipsen. 

Zu P-HII (S. 470 u.f.), 3c) der Komafehler dritter Ordnung. 
Auch hier gelten die Ausführungen, soweit sie sich auf Ellipsen 
beziehen, für die speziellen elliptischen Verzerrungsfiguren, bei denen 


den Werten 2g = 0, Fi n, 35 der Blendenebene die beiden Haupt- 


achsenrichtungen zugeordnet sind. Die übrigen als Verzerrungsovale 
bezeichneten Verzerrungsfiguren sind gleichfalls (und zwar schief- 
liegende, d. h. gedrehte und gegen den idealen Bildpunkt ver- 
schobene) Ellipsen, deren Hauptachsen a und b und deren Dreh- 
winkel a (gegen die 2, y-Achsen) sich wieder aus (12) und (13) bzw. 
aus (10) ergeben, wenn dort 


(19) | 


gesetzt wird. Hier ist p, s, w nach P-HII S. 459 u.f. durch (24b), 
(24d), (24g) bzw. durch (24b,), (24d,), (24g,) gegeben. 

Die durch die Hauptachsen gegebenen Ellipsenpunkte ent- 
sprechen hier den Punkten (r,p,) und (r,9,) mit den sich aus (5) 
und (7) und 9,, wenn man 


a =pr’z,, b,=sr’y,, 
a, =— 2pr'z,, b, = wry, 


7 
. E ‘ 


58 Annalen der Physik. 5. Folge. Band 43. 1943 


Gleichungen statt g, den Wert 2q, und statt @, den Wert 29, 
schreibt?), 

In P—HIII handelte es sich um die Behandlung der Ablenkung 
durch zwei senkrecht gekreuzte elektrische Ablenkfelder, und zwar 
speziell um Ablenkung der Art, wie sie in der Fernsehtechnik auf der 
Empfangsseite angewandt wird. Da es sich hier um einen Bildaufbau 
handelt, bei dem die einzelnen (Bildpunkte (eines ausgedehnten Bildes) 
nacheinander entstehen, indem ein Elektronenstrahlenbündel durch 
zeitlich variable Ablenkung mit seinem Konvergenzpunkt über die 
Bildebene wandert, so war von einem „dynamischen Bildaufbau“ 
gesprochen, im Gegensatz zu der Erzeugung eines (eventuell abgelenkten) 
„statischen Bildes“, bei dem — im Falle der Ablenkung — gleich- 
zeitig eine große Zahl konvergenter Strahlenbündel um einen konstanten 
Betrag abgelenkt wird. 

Auch in dieser Arbeit P-HIII ist die Behauptung, daß es sich 
bei den Bildfehlerkurven des als „dynamischer Astigmatismus und 
dynamische Bildfeldwölbung“, sowie des als „dynamischer Koma- 
fehler“ bezeichneten Bildfehlers nur in bestimmten Sonderfällen um 
wirkliche Ellipsen handelt, im allgemeinen aber nur um „ellipsen- 
ähnliche Verzerrungsfiguren“ bzw. „Verzerrungsovale“, dahin zu 
berichtigen, daß es sich im allgemeinen stets um Ellipsen handelt 
(die in Sonderfällen, die seinerzeit auch bereits als solche behandelt 
wurden, in Kreise oder Gerade ausarten können), daß aber die Sonder- 
fälle, die in P--HIII schon als Ellipsen bezeichnet sind, Sonderfälle 
bleiben, bei denen die auf den Hauptachsen gelegenen Ellipsenpunkte 


1) Bevor wir die analogen Ergänzungen zu P-H III angeben, seien noch 
die Formeln, die sich in der oben erwähnten Arbeit WI von G. Wendt finden, 
und auf die in P-HII S. 455, Anm. 1 (vgl. oben) hingewiesen wurde, berichtigt. 
Es war dort (WI, 8. 123) mit Bezug auf den Astigmatismus der (dort durch ö 
bezeichnete) Verdrehungswinkel der schrägstehenden Ellipsen durch 


tgé = er (in der Wendtschen Bezeichnung) 


angegeben, während er sich aus der Gleichung 

a, (Bx, + 28, te 7) + Bs + 
— — (6, x, + 26, tg + + @, tg 7)" 
ergibt. Entsprechend sind die dort (WI, 8. 123) angegebenen Formeln für die 
Hauptachsen der schrägstehenden Ellipsen zu ändern. Sie ergeben sich wieder 
aus (12) und (13), wenn man in ihnen 


tg20 = 


r 

r 
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denjenigen Elektronenstrahlen entsprechen, die die Blendenebene in 
den besonderen, durch oe: 


gy = 9, N, 35 
(beim dynamischen Astigmatismus) bzw. durch 
(beim dynamischen Komafehler) bestimmten Punkten ee haben. 

Neben dieser ergänzenden Berichtigung sei mit Bezug auf jene 
elliptischen Bildfehlerkurven, die in P-H III nur als „ellipsenähnlich“ 
bezeichnet \varen und daher dort nur durch ihre allgemeine Gleichung 
dargestellt waren, folgende Ergänzung nachgetragen: 

Bei dem dynamischen Astigmatismus sind im allgemeinen die 
elliptischen Bildfehlerkurven gegen die z, y-Achsen des durch die 
Ablenkrichtungen bestimmten Koordinatensystems mit ihren Haupt- 
achsen um den sich aus (10) ergebenden Winkel « gedreht, enge 

(20) v 

a —2XYD,, B +X*0), 

Zp — 2% 
worin X, Y die Bildpunktkoordinaten sind und B, ‚6, D,, B, und C, 
sich nach P-H III, S. 490 aus (19,), (19,), (19,), (19,), (19,) ergeben. 
Wir erhalten so 

4x YD, 

Die zugehérigen Hauptachsen der elliptischen Bildfehlerkurven sind 
nach (12) und (13) 


2{(X*B,+ (¥? B +X?C)? 
(22) =5 


+ 8X*Y*D?+ 

Diese Ausdrücke gehen für die in P-H III diskutierten "Sonderfälle 
wieder in die dort S. 493 angegebenen Werte der Hauptachsen über. 

Die Azimute g, und, der Blendenebene, die den Richtungen der 
Hauptachsen der Bildfehlerkurven entsprechen, ergeben sich wieder 
aus (5) und (7) mit (20). 

Bei dem dynamischen Komafehler sind die Hauptachsen der 
elliptischen Bildfehlerkurven gegen die z, y-Achsen um den Winkel « 
gedreht, der sich wieder aus (10) ergibt, wenn wir dort 


(Zp z,)* (2 — z,)* 


1 Yu 


(2p — 2,)° 


| | | 
q 
| } 
| 4 
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setzen. Hier ist E,, EZ,’ nach P-HIII 8.490 durch (19,), (19,) 
gegeben. Es wird 


(24) tg 2a = 2 


Die zugehörigen Hauptachsen ergeben sich entsprechend aus (12) 
und (13) zu 


1 2 2{X7(5 — 2E + + Y?’6—2E,+E)) 
(25) (= | + 


+ 4X? + E, + E,—E,E); 
Für die in P-H III (S. 499) betrachteten Sonderfälle gehen diese 
Gleichungen wieder in die dort angegebenen über. 

Die Werte g, und g, der Blendenazimute, die den Haupt- 
achsenrichtungen der elliptischen Bildfehlerkurven der Bildebene 
entsprechen, ergeben sich wieder aus den Gl. (5) und (7), wenn man 
in diesen Gleichungen gy, durch 2g, und 9, durch 2%, ersetzt. 


2. Zusammenhang der in III gefundenen mit den von G. Wendt 
abgeleiteten Fehlerausdrücken für Ablenkung mittels zweier gekreuster 
Ablenkfelder 


Wie im ersten Teil vorliegenden Beitrages bereits . gesagt, 
war 1941 in P-HIII!) die Ablenkung eines konvergenten Kathoden- 
strahlenbündels durch zwei zueinander senkrecht gekreuzte elektrische 
Ablenkfelder behandelt, und es waren die hierbei auftretenden 
Abbildungsfehler formelmäßig angegeben und in ihrer Wirkung 
näher diskutiert. 

Im Jahre 1942 erschien die Arbeit WII [von G. Wendt?)], in 
der gleichfalls die Bildfehler bei Ablenkung eines Kathodenstrahlen- 
bündels durch zwei zueinander senkrecht gekreuzte Ablenkfelder 
behandelt wurden. Während aber in P—HIII nur elektrische Ab- 
lenkfelder betrachtet wurden, bezieht sich WII auch auf magne- 
tische Ablenkfelder. Während außerdem in P-HIII die Wirkung 
der seitlichen Streufelder der Ablenkfelder bewußt unberücksichtigt 
blieb, die Kondensatorplatten also (seitlich) genügend breit voraus- 
gesetzt wurden, um die zugehörigen elektrischen Felder im ganzen 
Ablenkreich des Kathodenstrahlenbündels als genügend homogen 
ansehen zu können, wie dies in den praktischen Anwendungen wohl 


. 
q 
= 
= 
ae, 1) J. Picht u. J. Himpan, Ann. d. Phys. [5] 39. S.478—500. 1941. 
2) G. Wendt, Ztschr. f. Phys. 118. 8.593617. 12. 


J. Picht. Beiträge zur Theorie der elektrischen Ablenkung usw. 61 


mit ausreichender Näherung zutrifft‘), wurde in WII diese Ein- 
schränkung nicht gemacht. Während endlich in P-HIII — der 
zugrunde gelegten Problemstellung des „dynamischen Bildaufbaues“ 
(auf der Fernseh-Empfangsseite) entsprechend — der Konvergenz- 
punkt des einfallenden, unabgelenkten Kathodenstrahlenbündels auf 
der „Achse“ liegend angenommen wurde und nur in einer Anmerkung 
(S. 487) auf den allgemeineren Fall der Ablenkung eines aus- 
gedehnten Bildes (in seiner vollen Ausdehnung) durch zwei gekreuzte 
Ablenksysteme (z. B. beim Farnsworth-Bildzerleger) kurz hingewiesen 
wurde — eine Frage, die später gesondert behandelt werden sollte — 
wird in WII dieser allgemeine Fall behandelt. 

Der Hinweis in WII (S.497, Anm.), daß in P-HIII die den 
Auslenkungen proportionalen Koeffizienten der Ablenkfelder nicht 
als kleine Größen behandelt werden, ist indessen nicht zutreffend, 
wie in P-HIII S. 481 ausdrücklich betont wurde. 

Die größere Allgemeinheit der Problemstellung in W II bedingt 
natürlich, daß die in WII erhaltenen Bildfehlerausdrücke sowie die 
Ausdrücke für die Bildfehlerkoeffizienten wesentlich kompliziertere 
Gestalt besitzen als die entsprechenden Ausdrücke in P—H III. 

Aber auch dann, wenn man die Ausdrücke in WII auf jene 
Fragestellung in P-HIII und die dort vorausgesetzte Annahme der 
Nichtberücksichtigung der seitlichen Streufelder spezialisiert, ergeben 


sich in WII noch kompliziertere Ausdrücke als in P-HIII, deren 


ist das 


FR 


Identität mit denen in P—H III nicht sofort erkennbar ist. Es soll nach- 
stehend deshalb der Zusammenhang der entsprechend spezialisierten 
Formelausdrücke aus W II mit denen aus P-H III aufgezeigt werden. 

Vorher aber ist es notwendig, die Formeln in WII — soweit 
wir sie nachstehend benötigen — zu berichtigen. In WII, S. 597, 
Gl. (18) fehlt im Ausdruck für F, auf der rechten Seite das Glied 


sowie bei den beiden Gliedern 
and yy 
je der 


1) Besonders, solange es sich um so kleine Auslenkungen des Strahlen- 
bündels handelt, daß man sich auf die Bildfehler dritter Ordnung be- 
schränken kann. 

2) Außerdem ist im Ausdruck für F, das Vorzeichen von 2k H,, su ändern. 
Hier handelt es sich indessen nur um einen Druckfehler; in (19), (20), (21), (24), ... 
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In WII, S. 601 Gl. (28) fehlen im Ausdruck für Az auf der 
rechten Seite die Glieder ee 


1 
und im Ausdruck für Ay die re 


In WII 8.601/603 Gl. (29)%) sind in den Ausdrücken fir 
Are: Ax, A3., Age, As, A, As; Ane; Ax. Are 


die Glieder, die den Koeffizienten ~ enthalten — nicht aber die, 


E. E? 
die als Koeffizienten die Größen m oder rg enthalten —, 


noch je mit dem Faktor + zu multiplizieren. 


En 


Im Ausdruck für A,. ist das Glied X mit dem Faktor 


das Glied ° (¢—z,) X’ mit dem Faktor = — zu le: 
für As. muß — außer schon 


Glied 
das Glied +4 


1 Bio Eno Fuo 
u? 


1) Bei diesen vier oben angegebenen Gliedern, die (je zwei) in den Aus- 
drücken für Ax und 4y fehlen, handelt es sich um Größen, die eigentlich 
nicht auftreten dürften oder doch nachträglich wieder fortfallen müßten und 
in der Arbeit P-H I, in der sie zunächst auch auftreten, sich tatsächlich später 
wieder gegen entsprechende Größen fortheben. Bei der auf W. Glaser zu- 
rückgehenden und von G. Wendt in der Arbeit W II angewandten Berechnungs- 
methode heben sich jene Größen aber nicht fort. Da ihr Nichtfortfallen aber 
zu falschen Ergebnissen führt, werden sie in W II (und auch in Arbeiten von 
W. Glaser) stillschweigend ohne nähere Begründung fortgelassen. Dem- 
entsprechend habe ich jene Größen zwar in der nachstehenden Gl. (26) noch 
aufgeführt, später aber nicht mehr berücksichtigt. Es soll hier nicht näher 
darauf eingegangen werden, warum die von W. Glaser vorgeschlagene Be- 
rechnungsmethode zu dem durch das Auftreten jener Glieder in 42 und 4y 
bedingten falschen Ergebnis führt. 

2) Hier beziehen wir uns jeweils auf die an erster Stelle Ren 
also auf die nicht umgeformten Ausdrücke für die Ash = N 2, 3. 
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Im Ausdruck für As. muß es +5 [state 2 


Da in P—HIII der unabgelenkte Konvergenzpunkt des Elek- 
tronenstrahlenbiindels auf der Achse liegt, so haben wir — um einen 
Vergleich der Fehlerkoeffizienten durchzuführen — in WII, S. 601, 
GL. (28) z,= 0 und y,= 0 zu setzen, also nur die Koeffizienten A;, 
bis Ag, und die ihnen entsprechenden B,, bis By, zu betrachten, bei 
denen wir noch den Index e fortlassen wollen. 

_ Wir haben dann in der in WII benutzten Bezeichnungsweise') 
dz= 4A, X,+(4,+ B)X,Y’+ (48° + ‚Y’)z, 


+2B,Y, y, +> (2, +5 (, —2,)2,%, 

Y,+ + 4, X*)y 

+ B,Y,2.” 


D Exq2 


’ 


die Bildfehlerkoeffizienten von Az die ie berichtigten Werte 
besitzen 


1) In WII bedeuten z,, y, die Koordinaten der — in der Bildebene z = z,, 
d. h. auf dem (ebenen) Auffangschirm liegenden — Konvergenzpunkte der un- 
abgelenkten Elektronenstrahlenbiindel. X, = X (z), Y,= Y(z,) sind die Be- 
träge der (fehlerfrei vorausgesetzten) Idealablenkung in der Bildebene, sind 
also im Fall der elektrischen Ablenkung, wenn die Potentialfelder 9, 
und gy, durch - 


” 


E 2 1 10 3 
=— Erz - +z + 


(27) E; 


dargestellt werden und U das (von 9, und 9, noch überlagerte) Beschleunigungs- 
potential ist, durch 


1 Ze 
X,= 3 f > @— 2)dz, 
Zo 


z 
ar heißen. 
e, 
| 
(26) 
%: 
; 
| worin mit 
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(28) = J ——(e-2)dz 
U 
gegeben. 
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fers 


+ $0,0,@-2) 


3 1 ” 
anf {FX 2)? — 50,4 2D,)(e 


+5 3 C,(e— X’ +5 0, 


B= D,(@— 2)? ¥+ 50, 


Zo 
A,+By= [IX + 5-0, ¥'+D,@—2)°X 

Ze 
—2)X'+ 70,0, (2 — 2, LY. 


te 
3 é 
A, = 15% - 10," +2D,)e—2+ 70, 
Ze 


Zs 
Ll „, 1 1 d 
4= +3 
Ze 


dz 


2B, = +D,«@- 2)’+ + Ci (2 2)} 


zu Ay gehörigen Bildfehlerkoeffizienten ergeben sich aus den 


vorstehend angegebenen, indem man in ihnen X, X’, X, und C,, D, 
durch Y, Y’, Y, und C,, D, (und umgekehrt) ersetzt. 


Zum Vergleich dieser Fehlerkoeffizienten mit den in P-H III 


abgeleiteten haben wir in den vorstehenden Ausdrücken zunächst — 
wegen der Nichtberücksichtigung des seitlichen Streufeldes in P-H III— 
noch D, = 0 und D, = 0 zu setzen. 


Beachten wir weiter, daB in P—H III das durch i gekennzeichnete 


Ablenkfeld in der y-Richtung, das durch II gekennzeichnete in der 
x-Richtung ablenkt, während dies in W II umgekehrt ist, daß ferner 
in ul = P( (2), 


1 1 [2 
J 15 2 Q°@-2)X- 2D,)e@—2)X* 


| 


a >- 
Moke 
8 
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— 
Er 
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Die 
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| 


| 


a 1 (a 


gesetzt und die (fehlerfrei vorausgesetzte) Idealablenkung patie Ya 
und 2, bezeichnet wobei 
x 


und 2, sich auf aie Bildebene, d. h. den Auffangschirm bezieht, also 
mit z, in WII identisch ist, so sehen wir, daß wir — um die vor- 
stehend berichtigt angegebenen Formeln der Bildfehlerkoeffizienten 4,, 
B,@=1,2,..., 8) aus WII mit den in P-HIII benutzten Be- 
seichnungen end Einschränkungen zu schreiben — zu setzen haben 
U=0,X=y,, 
X, = Y= Y,= 

Wir erhalten so aus (29) bei Vertauschung von z mit y (und um- 
gekehrt) und unter der Annahme D, =D, = 0 


2, 


” 


1 


4-4 flew? 29,9, + 46 —2)y¥,9, 


A, + Bm + 


1 wn 


flat 


2B,= _ . 
fi [.+@-4 
Annalen der 5. Folge. 48. 


ne J. Picht. Beiträge zur Theorie der elektrischen Ablenkung usw. 65 
xX? 
2 
73) 
: | 
’ 
Ab 
4 
en 
D, 
II | 
— 
AS 
4 5 


66 Awnalen der Physik. 6. Folge. Band 43. 1943 


Versehen wir — wie in P-H III geschehen — alle Größen, 
die einer Ausalenkung des ursprünglich im Punkte z = 0, y = 0 der 
Ebene z = z, liegenden Konvergenzpunktes des Elektronenstrahlen- 
bündels um eine Strecke entsprechen, die gleich der in dieser Bild- 
ebene 2 = z, gewählten‘ Längeneinbheit ist, mit einem *, also die hierfür 
erforderlichen Spannungen, die ihnen entsprechenden P- und Q- Werte, 
die Ablenkgrößen z,, 24, Ya, Ya, Ya, und beachten wir, 
daß dann z,,—= 1 und y,,=.l ist, so können wir die infolge des 
dynamischen Bildaufbaues gleichzeitig die verschiedenen Bildpunkt- 
koordinaten darstellenden z,,, Y4, durch ihr Verhältnis zu den zugrunde 
gelegten Einheitsablenkungen ausdrücken, indem wir schreiben 


x 
(33) X=- Y= m 


4 


und entsprechend für jedes beliebige z 


z2,=Xz,, z,=Xz,, z,=Xz, yo... 


Wir erhalten so für die Bildfehler Gleichungen, die mit (26) überein- 
stimmen, wenn wir in diesen X, durch X, Y, durch Y, z, durch 
z,', y, durch y,’ und die A,, B, durch 4,*, B;* ersetzen. Die 4,*, 5 
sind mit den durch (32) gegebenen Größen A,, B, identisch, wenn 
man in diesen .die Größen Lay Day Yay Yay Ya, durch 
Yan Yur Yan ersetzt und dementsprechend 
hier — unter Pr Integralen — die Größen z,,, ys, und deren 
Produkte und Potenzen fortläßt (= 1 setzt). Beachten wir nun, daß 
wir =yaund = 24 an der Stelle z = 4 als vernachlässigbar 
klein voraussetzen, die Stelle z, also hinreichend weit vor den Ab- 
lenkfeldern annehmen, und daß dementsprechend auch y4o=0 
und Y4o= 0 sowie 249= 0 und 24o= 0 ist, und daß wir im all- 
gemeinen auch — wie in P-H III geschehen — werden annehmen 
dürfen, daß sich die Ebene z = 2, des Auffangschirmes bereits außer- 
halb des Wirkungsbereiches der Ablenkfelder befindet, daß wir 
also gleich Null zu setzen haben, während 
natürlich y,, und Y4, sowie 2,4, und 24, von Null verschieden sind, 
so sehen wir, daß sich die Ausdrücke für 4,*, B;* wesentlich ver- 
einfachen lassen. ‘Es wird 
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2b 
1 N 1 , 


4,+B, = (4,—2){y, 2, a,)—22,y, 


ith + (%,—2) 22, A dz, 


Hier haben wir der einfacheren Schreibweise wegen bei allen z,, y, 
und deren Ableitungen und bei den entsprechenden mit Index b 
versehenen Größen den eigentlich noch anzubringenden * fortgelassen. 
Wir sehen also, daß die Bildfehlerkoeffizienten A,*, A,*, B,*, A,* (u. 
entsprechend: B,*, B,*, A,*, B,* für den Bildfehler Az) der Arbeit WII, 
berichtigt und entsprechend den Annahmen und 
in P-H III spezialisiert, mit den Bildfehlerkoeffizienten A 
[und entsprechend‘) für 4z mit 4,, B,, C,, E,] in u hae 


1) Bei B,* haben wir — wenn, wie in P-H III vorausgesetzt, das zweite Ab- 

lenkfeld erst an einer Stelle z = zy mit zy =z, beginnt — zu beachten, daß wir 

das Integral f zerlegen kénnen in f+ J wobei jet = 0 ist. Wir finden 


dann: By = + = in P-HIIE. 
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sind, während A, und B, die Werte 1 annehmen, wie dies auch 


< 

für die ihnen in P-HIII entsprechenden By, und.f;, der Fall ist. 

Die Bildfehlerkoeffizienten (4,*+ B,*) und (4,*+ B,*) — und 
entsprechend zu 42 gehörig: (B,* + A,*) und (B,* + A,*) — stimmen 
zunächst nicht mit den ihnen in P-HIII entsprechenden Koeffi- 
zienten D,C, und 2 D, — bzw. zu Az gehörig: D,? und 2D, — überein. 
Wie aber aus den für (A,*+ B,*) und (A, "+B Pg) angegebenen 
Gleichungen beim Vergleich mit den in (32) fir 4,, B, und B, an- 
gegebenen Darstellungen hervorgeht, bestehen die folgenden Be- 
ziehungen, wenn wir die Integralgrenze z, als variabel ansehen und 
ggg 2 z statt z, (und eventuell ¢ statt z) schreiben: ; 


Nun war 4,=Y,,=1. Da wir in vorstehenden Gleichungen : 2, als 
Variable betrachtet haben und im Bildraum y', als lineare Funktion 
von z anzusehen ist, ist y,= Y,,+ (2—2,)Y,, mit y,, = const und 
Y,,= const zu setzen, so daß in (36) und (37). 


88) tnt en 


und 


und demnach 


(4 
4,+ B,= 2y,, const = C_+ const, 
A c+ = B, + const =4y,,+ const. 
(41) A, + B,= (2y,, + const) C, 
(42) Bom 2 (297, + cont), 


wo die const nicht = 0 gesetzt werden darf, obwohl für ums 2 
sowohl A,*+ B,* als auch B,* nach (32) und eh verschwinden. 
Denn die für A, * benutzte Darstellung 
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gilt ja nicht mehr für z= 2,, so daß auch die Darstellungen (41) 
bzw. (42) für z= 2, nicht mehr gültig sein können. 

Die für (A,*+ B,*) und (A,* + B,*) hingeschriebenen Umformungen 
besagen indessen — wenn sie auch rein formal der Produktdar- 
stellung D,C, bzw. 2D, in P-HIII ähnlich sind — nichts, solange 
über die const nichts ” ausgesagt werden kann. Denn eine solche 
Produktdarstellung hätte natürlich in genau der gleichen Weise auch 
sofort ohne jede „Ableitung“ oder „Zwischenrechnung“ rein willkürlich 
hingeschrieben werden können. Erst wenn es möglich wäre, zu zeigen, daß 
die in (41), (42) auftretenden Konstanten beide einander gleich sind und 
den Wert Yın- 2 Ys, besitzen, daß also insbesondere A; + B, =2 ee 
ist, wäre die Identität mit D,C, bzw. 2D, in P-HIII bewiesen. 
[Der Index W deutet dabei an, daß derjenige Wert von y', zu nehmen 


ist, den y', an der Stelle z= z,, besitzt, an der das zweite Ablenk- 
feld gerade zu wirken beginnt.) Dies wird sich aber nicht erreichen 
lassen, da in den Formeln der Arbeit WII nirgends zum Ausdruck 
kommt, daß die Größe der Bildfehler, die durch die beiden Ablenk- 
felder bedingt sind, bei an sich gleichbleibenden Ablenkfeldern davon 
abhängen wird, ob sich beide Ablenkfelder beispielsweise an der 
gleichen Stelle oder hintereinander in einem gewissen Abstand 2, — 2, 
befinden. 

Dementsprechend läßt sich auch nicht zeigen, ob das zu(A,* + B,*) 
in (35) analoge (B,* + A,*) mit D? in P-HIII identisch ist. Man 
kann vielmehr nur in gleicher Weise wie oben zeigen — und wieder 
auch ohne Nachweis sofort willkürlich hinschreiben — daß 


(43) B,+ 4,=2 («,, + const) - C, ist. 


Man kann auch, indem man — dem Ausdruck für B,* in (35) 
entsprechend — im Bildraum 


(44) A, =— + +p 


setzt, da ja im Bildraum y, = ys = const ist, schreiben 


(45) (v3? BS), 


n 
1. 
n 
8 
2 
] 
( -3(Y,, + const) =3 (y,, + const). 
iq 
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Doch auch diese Darstellung liefert uns keine einwandfreie Beziehung 
zwischen dem Koeffizienten (B,*+ A,*) in WII und dem Koeffi- 


zienten Di = (y,)„ in P-HOL 
Zum Schluß sei noch darauf hingewiesen, daß sich die Richtigkeit 


der in P-HIII S. 485 benutzten, dort aber nicht streng bewiesenen 
Beziehung, daß 


(42)w + (4 (2, -zm+ = (42),, 


ist, streng nachweisen läßt. Man kann nämlich zeigen, daß die 
Bildfehlerkoeffizienten, die in den Az, Ay auftreten, sich alle in der 
1 


Form fe-9-t- -}d¢ darstellen lassen, wo {---} für die ver- 


schiedenen Bildfehlerkoeffizienten verschiedene Kombinationen der 
Ausdrücke y4, Ya, Ya, - + bedeuten, so daß die angegebene zu 
beweisende Beziehung für jeden einzelnen Koeffizienten erfüllt ist. 
Denn es ist ja z.B. 


Diese Darstellungen für die «,, #,-Koeffizienten sind, wenn wir uns 
auf diejenigen Koeffizienten aus PH I 8. 422—425 beschränken, 
die in P-H III gebraucht werden, und von diesen wieder nur die 
Glieder niedrigster anschreiben 
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he 


- a, 


— as, 
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Mit diesen Kosfizionten gilt dann für das in der y-Richtung wirkende 
Ablenkfeld 


tu +B, + Hest 
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Beziehen wir die unabgelenkten Elektronenstrahlen wieder statt auf 
Yor Yo» auf die zugehörigen Zielwerte in einer ‚beliebigen 
Ebene z,, also auf y,, y,', 2,, z,', so daß 

0,2, + 0,2, y, + 


(49) | + » 


mit 


2 
so gehen die Ausdrücke für die @,, B; in die ihnen entsprechenden 
Ausdrücke «,, ß, über, wenn man in ihren Integranden z, durch 2, 
ersetzt. Wird nunmehr z = 2, gewählt — und zwar sowohl im Inte- 
granden als auch als obere Grenze des Integrals —, so lassen sich 
diese Ausdrücke weiter vereinfachen und führen zu den entsprechenden 
Ausdrücken in P-HII S. 443/444. 


Zusammenfassung 

In 1. wird darauf hingewiesen, daß auch die in den früheren Beiträgen 
nur als „ellipsenähnlich“ bezeichneten Bildfehlerkurven Ellipsen sind, 
die sich aber von den bereits in den früheren Beiträgen als „Ellipsen“ 
bezeichneten Fehlerkurven in charakteristischer Weise unterscheiden, 
so daß die frühere getrennte Diskussion beider Fehlerkurvenarten 
ihre Berechtigung behält. Es werden zur Diskussion jener früher 
als „ellipsenähnlich“ bezeichneten Kurven ergänzende Bemerkungen 
bezüglich Lage und Größe der Hauptachsen gegeben. 

In 2. wird der Zusammenhang der im dritten Beitrag (mit Bezug 
auf zwei in zueinander senkrechter Richtung wirkende Ablenkfelder) 
angegebenen Bildfehlerkoeffizienten mit den in einer inzwischen 
erschienenen Arbeit von Wendt abgeleiteten entsprechenden Koeffi- 
zienten untersucht, wozu die (allgemeineren) W endtschen Koeffizienten 
spezialisiert (und berichtigt) wurden. Während sich bei den meisten der 
Koeffizienten Identität nachweisen läßt, ist dies für einige Koeffizienten 
nicht möglich. Dies entspricht der Tatsache, daß in den Wendtschen 
Koeffizienten keine Abhängigkeit vom eventuell vorhandenen gegen- 
seitigen Abstand beider Ablenkfelder zum Ausdruck kommt. 

Zum Schluß wird noch ein im dritten Beitrag nur angedeuteter 
Beweis einer dort bereits benutzten Beziehung zwischen dem Gesamt- 
fehler eines Ablenkfeldes und den „Teilstrecken“fehlern des gleichen 
Ablenkfeldes nachgeholt. 
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Theorte der 
(Vorschlag sur Normung von Aufnahmen kontinuierlicher Spektren) 
Von Günter Wilkens 


Inhalt: Da ein Spektrum in verschiedener Form projiziert ie kann, 

> wird eine bestimmte Projektion zur Normung vorgeschlagen. Nicht eine will- 

- kürliche Festsetzung, sondern physikalische Tatsachen führen zu dieser Normung. 

h Ferner wird in der Abhandlung die Unbrauchbarkeit der Projektion von kontinuier- 

n lichen Spektren auf ebene Photoplatten dargetan. 


Der Abhängigkeit der Intensitätsverteilung eines von 
“ seiner Projektion ist überraschenderweise noch sehr wenig Beachtung 
\ geschenkt worden. Jedes Spektralgesetz, wie auch z. B. das Plancksche 
“ Strahlungsgesetz ist ein Integralgesetz. Untersucht man die Intensitäts- 
. verteilung eines Spektrums in der Praxis, so teilt man das Spektrum 
2 auf dem Photostreifen in möglichst kleine, gleich lange Abschnitte 


ein. Untersucht man das Spektrum in der Theorie, dann liegen die 
Abschnitte zwischen zwei bestimmten, von der Projektion abhängigen 


5 Integrationsgrenzen, deren Differenz als beliebig klein anzunehmen 
m ist. Auch ist es nicht gleichgiltig, ob bei der Beréchnung die Intensi- 
L tätsverteilung aus f(v) oder f(A) bestimmt wird. 

n Die Möglichkeiten, ein Spektrum zu projizieren, sind unendliche. 
Jr Vorgeschlagen wird, daB eine bestimmte Projektion genormt wird, 
n wobei derjenigen Projektion der Vorzug gegeben werden sollte, die 
n theoretisch am einfachsten zu behandeln ist, wenn auch die praktische 
m Ausführung etwas komplizierter sein sollte. 

Im 1. Teil der Abhandlung werden drei Projektionen erwähnt 
ar und definiert, die sich, wie sich im Laufe der Arbeit zeigt, als die 
t- Projektionen mit den einfachsten Integrationsgrenzen herausstellen. 
a Im 2. Teil wird an Hand des Planckschen Gesetzes die 


Frequenz bzw. Wellenlänge im Intensitätsmaximum (im folgenden 
mit IM. abgekürzt) bei den drei oben erwähnten Projektionen bestimmt. 


B Die bzw. IM. eine 
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der Intensitätsverteilung. Dabei stellt sich heraus, daß bei der im 
1. Teil definierten logarithmischen Projektion (abgekürzt lg. Pr.) die f (») 


durch die Substitution » = — in die f(a) übergeht. Dabei treten die 


Differentiale dy bzw. di im Planckschen Differentialgesetz nicht 
mehr auf. Außerdem ergibt sich, daß bei der lg. Pr. nicht nur die 
Gesamtintensität nach dem Stefan-Boltzmannschen Gesetz, sondern 
auch das IM. mit der 4. Potenz der Temperatur ansteigen. Auf Grund 
dieser Tatsachen wird die lg. Pr. als Projektionsnorm vorgeschlagen. 

Im 3. Teil werden zwei Spektrographen zur lg. Pr. entwickelt. 
Hier wird die lg. Pr. in ihrer einfachen praktischen Behandlung 
dargestellt. 

Im 4. Teil wird zunächst festgestellt, daB eine Projektionsnorm 
nur für kontinuierliche Spektren Sinn hat. Weiter wird die Berechnung 
der Integrationsgrenzen für jede beliebige Projektion angegeben. Dabei 
stellt sich heraus, daß die Projektion auf ebene Photoplatten sehr 
komplizierte Integrationsgrenzen mit sich bringt. 

Dann folgt der Schluß mit einer Zusammenstellung der wichtigsten 
Ergebnisse und einer Vorschau auf weitere Gründe, die die lg. Pr. 
als die ideale Projektion hinstellen. 
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1. Teil 4 
Allgemeines über Projektion von Spektren 
Jam Verständnis des folgenden merke man sich ialgends 


Bezeichnungen: 

Wird ein Spektrum so projiziert, daß gleichen Abständen auf 
dem entsprechend gekrümmten Photostreifen gleiche Frequenz- 
differenzen entsprechen, dann spricht man von der Projektion: 
Ay = const. 

Wird ein Spektrum so projiziert, daß gleichen Abständen auf 
deın entsprechend gekrümmten Photostreifen gleiche Wellenlängen- 
differenzen entsprechen, dann spricht man von der Projektion: 
A). = const. 

Wird ein.Spektrum so projiziert, daß gleichen Abständen auf 
dem entsprechend gekrümmten Photostreifen gleiche Quotienten‘ von 
Frequenzen und Wellenlängen entsprechen, dann spricht man von 
logarithmischer Projektion (abgekürzt: ig. Pr.): 


2. Teil 


Die drei vorhin besprochenen Projektionen dürften wobl, vom 
theoretischen Standpunkt aus gesehen, die einfachsten sein. Sie 


* 
cy 
a 
= 
= 
= 
sollen nun am Planckschen Gesetz angewendet werden. 
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ae * Man stoBe sich nicht daran, wenn einige Tatsachen voraus- 
_ genommen werden, ohne eine mathematische exakte Ableitung durch- 
zuführen. Sie werden in späteren Abschnitten streng bewiesen werden. 
Dieser Teil soll mehr dazu dienen, die Notwendigkeit einer Projektions- 
norm zu beweisen, als eine exakte Ableitung physikalischer Begriffe 
zu bringen. 

Nach Planck haben wir die beiden Gleichungen: 


(1) dl = C4 —" — dv = Chet da. 
ET ekTi 

Darin ‚ist: 
== Frequenz in Hz, 
2 = Wellenlänge im Vakuum in cm, 
I = Intensität in Erg/sec cm’, 
_T = absolute Temperatur in Kelvin, 
“h = Plancksches Wirkungsquantum, 
K = Boltzmannsche Konstante, 
C = Konstante, 
{ c = Lichtgeschwindigkeit im Vakuum. 
Die Intensitätsverteilung soil nun graphisch dargestellt werden. 

Auf der Abszisse werden Frequenz oder Wellenlänge aufgetragen, 
auf der Ordinatenachse die Plancksche Funktion, so daß das 
Differential der Intensität durch das Produkt aus der Ordinate und 
der Differenz der Integrationsgrenzen dargestellt wird. D. h. die 
Fläche unter der Kurve ist ein Maß für die Intensität. Nun ist 
auch ersichtlich, warum das Plancksche Integralgesetz in ein 
Differentialgesetz umgewandelt worden ist. Die folgenden Beispiele. 
werden etwaige Zweifel beheben. 

a) Betrachten wir nun zuerst die Projektion: 42 = const. 
Die Grenzwellenlängen, die mit den Integrationsgrenzen identisch 
sind, seien: 
4 bis A+ A. 

Gemäß der Definition der Projektion (in Teil 1) gilt für die Differenz 


der Integrationsgrenzen: 
4 A= 


P 
4 
”) 
e 
B 
2 
le 
4 
. 
a 
| 
i 
eıne beliebig kleine ist, so daß 
3 
! 
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Die Kurve nach Gl. (3) gibt die Intensitätsverteilung der Projektion 
AA = const 
an. Die Gleichung ist identisch mit dem rechten Ausdruck i in GL m. 
Zur Bestimmung der Wellenlänge im IM. gilt: es é ; 
(4) =. 
Es ergibt sich der bekannte Wert: 


1 he 0,289 
©) = 9651 KT T 
b) Projektion Av = const. 
Die Grenzfrequenzen, die mit den Integrationsgrenzen identisch 
sind, seien: 


v bis y+ Av. 


Gemäß der Definition der Projektion (in Teil 1) gilt far die mame 
der Integrationsgrenzen: 

Av = const, 
Wenn 4y eine beliebig kleine Größe ist, so daß 
(6) Av=dr, 
dann gilt: 


(7) 


Die Kurve nach Gl. (7) gibt die Intensitätsverteilung der Pro- — 
jektion Av = const an. Diese Gleichung ist identisch mit dem linken 


Ausdruck in Gl. (1). 
Zur Bestimmung der Frequenz im IM. gilt: 


d®I 
(8) 
Es ergibt sich: 

KT 
(9) = 28213 = 5,91-10T, 
Vergleicht man Gl. (5) und (9), dann ergibt sich: ya “ties ache 
(10) MA, 


D. h. erwähnte Gleichungen liefern also verschiedene IM. Der Grund 
dieser Tatsache liegt daran, daß die Kurve nach Gl. (3) mittels 
die a pro Wellenlängeneinheit und die Kurve nach Gl. (7) 
mittels 47 T die 


} 
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c) Nun werde das Spektrum NEN projiziert, wobei die 

Integrationsgrenzen seien: 

vbisv(l +) 
oder 

A(1 + «) bisa. 
Die Differenz der Integrationsgrenzen beträgt also ye oder ie, wobei » 
und A die Veränderlichen des Planckschen Gesetzes sind und die 
beliebig klein gedachte Konstante s das Differential puso ‘Substi- 
tuieren wir dementsprechend 


dy=ve oder di mie, 


so folgt aus dem Planckschen Differentialgesetz (1) als Defnitions- 
gleichung der ig. Pr.: 


4 

Da aus dieser Gleichung folgt, daß der 2. in den 3. Teil durch die 
von 


übergeht, was in den Fällen : 2) und b) nicht der Fall war, so erkennt 


man, daß im Falle c) mit der zn oder Wellenlänge gerechnet 
werden kann, ohne daß sich eine verschiedene Intensitätsverteilung 
ergibt. 

Das dürfte der ausschlaggebende Punkt sein, warum die lg. Pr. 
genormt werden sollte. 

Zur es der Frequenz und Wellenlänge im IM. er 


Daraus folgt: 


14) 4e XT 
Daraus ergibt sich: 


(15) ET 


Aus Gl. (15) geht hervor: 

(16) 

D. h. Gl. (11) liefert nur ein IM., ER, ob man RE ni oder 
ie fi (A) zu Berechnung 


¥ 
A 
Z 
. 
3 
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Weiter ergibt sich aus Gl. (15): 


(17) m= 8,22-10°T 
Soll die Gl. (11) graphisch dargestellt werden, dann ist also die 
. Frequenz oder Wellenlänge auf der Abszisse logarithmisch aufzutragen, 
soll die Fläche unter der Kurve ein Maß für die Intensität sein. 
In bezug auf das IM. als f(T) ergeben sich weiter die folgenden 
Unterschiede in den drei Fällen a), b) und c). 
a) Projektion: AA=cont. 
Aus GI. (4) ergibt sich: : 


Sinepiteciat und Gl. (5) eingesetzt, ergibt: 


he 


he 
KTi, 


Gl. (5) und (19) in Gl. (3) Bas ergibt: 


b) 4y = const. 
Aus Gl. (8) ergibt sich: 


Py 


dl,= 0.570, 


| 
| 
| + Ts 
| 
(22) 
. (9) ein 
gesetzt, ergibt: 
(23) 1 ho, E 
KT 
7 
Gl. (9) und (23) i Ki 
2 3) in Gl. (7) eing EIER 
= 
I, = 6,04 - 10-*° T? dy 
- = : | 
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(14) und Gl. (15) eingesetzt, ergibt: 
hy, 
ET „90793 
: 3,9207 
r hv 
KT 


Gl. (15) und (26) in Gl. (11) eingesetzt, ergibt: 


(27) = C5 0,0793 - 3,9207° Tre 


(28) aI, = 4,26-10-5 
Man ersieht, daB das IM. bei der lg. Pr. ebenso wie die Gesamt- 
intensität nach dem Stefan-Boltzmannschen Gesetz mit der 4. Potenz 
der Temperatur ansteigen, während das IM. bei der Projektion AA =const 
mit der 5. Potenz und bei der Projektion A» = const mit der 3. Potenz 
der Temperatur ansteigen. Das dürfte ein weiterer Grund zur Normung 
der lg. Pr. sein. 
3. Teil 
Meßmethoden mit Rücksicht auf die logarithmische Projektion 

Zerlegung des Spektrums mittels Strichgitter und Messung der Inten- 
silat mittels Meßinstrument (Ionisierungskammer, Thermoelement usw.). 
2 


Der Einfallsstrahi liegt auf dem Hebel P. Die Ionisierungs- 
kammer mit der Blendenbreite As sitzt fest auf dem Hebel R. 
Der Hebel H ist senkrecht, fest verbunden mit R. Der Hebel P 
ist durch ein Gelenk in G mit dem Hebel R verbunden. Das 
Gitter ist so befestigt, daß es immer im Schnittpunkt von P und H 
liegt und außerdem mit seiner Front senkrecht zu P steht. (Die großen 
Buchstaben deuten nur den Hebel an, sie haben:keine mathematische 


2 
| 
4 
(26 
4 
4 
2 
7777; 
bb. 1 zeigt das Schema der Anordnun 


Die lg. Pr. bedingt folgende Gleichung: 
(29) + + do) 


sin @ 
Aus geometrischen Gründen gilt: 
(30) As=rctgatg de. 


Gl. (29), durch cos 4a dividiert, ergibt: 
+ctgatgde. 


cos da 
Den Ausdruck ctgatg 4a aus GL (80) und (31) eliminiert, ergibt: 


ais 
code 


(31) 


Wenn _ 

(33) da < 0,03, | 
kann man bis zur 3. Dezimalstelle einschließlich setzen: 
(34) cos da = 1. raid 


Durch Zulassung von Gl (34) kann man Gl, (32) vereinfachen: 


(35) 
Gemäß der Definition der lg. Pr. gilt: 


(36) & = const. 


Die Gl. (85) erfüllt diese Bedingung. D. h. der Quotient der Grenz- _ 
wellenlängen des Spektralbereiches, der durch die Blende mit der 
konstanten Breite As betimmt wird, ist konstant. 

Ungleichung (33) verlangt: 


(37) 
GL. (30) umgeformt, gach 


(38) 


ysik. 5. Folge. Band. 3 
: 3 
i 
2 
| 
2 
4 
J 
Aa < 0,08, 
N 
ach Ungleichung (87) gilt dann: TE ee 
(40) 
friedi gleichung muß innegehalten werden, da TE Fo 
edigt wird. n, damit Gl. (36) i 
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Bestimmung der Wellenlänge 
Gemäß den Beugungsgesetzen gilt: 


& 


(41) mh = nasine. ur 
Darin ist: 
m = beliebige ganze positive Zahl, oe 


2 = Wellenlänge im Vakuum in cm, 7 
n = Brechungsindex des Mediums, in dem sich das Gitter befindet, 
a = Gitterkonstante in cm. 

Es empfiehlt sich, die ganze Anlage in ein Hochvakuum zu setzen. 
Dann gilt: 


Aus geometrischen Gründen gilt: 

P™ ine" 
Da 

yvA=C, 
kann man Gl. (41) folgendermaßen umformen: 
(43) 

na sine 


Durch Elimination von sine aus Gl. (43) mittels (42) ergibt sich: 


mc 
nar 


(44) v= 


Die Frequenz ist also proportional dem Abstand des Gitters vom 

Gelenk. Das dürfte ein zusätzlicher Vorteil dieses Gerätes sein. 
Was die Enden des zu vermessenden Spektrums (nicht zu ver- 

wechseln mit den durch & bestimmten Grenzen des differentiellen 


Spektralbereiches!) anbetrifft, so gilt nach Ungleichung (40): B 


etga < 0,08, 
(45) also auch acarctg——- 
Einsetzen in Gl. (43) ergibt dann: 
v c 
m a? nasinarc tg0,03/e 


Der Abstand des Gitters vom Gelenk kann nicht beliebig groB sein. 
Der Maximalabstand sei p,, woraus sich folgende Ungleichung ergibt: 


(47) P 

so daB sich nach Gl. (44) ergibt: pt, ie 

(48) 
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Aus geometrischen und technischen Gründen kann das Gitter nicht 
ganz an das Gelenk herangebracht werden. Der geometrische Grund 
ist aus Gl. (42) zu ersehen. 

(49) p>r. 

Der technische Grund ergibt sich bei der Herstellung des Gerätes. 
Der Minimalabstand des Gitters vom Gelenk ae Pr: Es gibt 
sich folglich die Ungleichung: - 


(50) 

Nach Gl. (44) ergibt sich: 

(51) 

Die Ungleichungen (46), (48) und (51) BEE ergeben: 


c 
(52) na sin arc tg 0,03/& a= 


Es sei o der Quotient der Extremwerte. Da aber = zwei Minimal- 


werte hat, von denen selbstverständlich nur der größere von praktischer 
Bedeutung ist, Ae sich zwei o-Werte, die sich durch ihre Indizes 


Da « ein beliebig kleiner Wert sein kann, ergibt sich aus Gl. (53) 

und (54) und unter Berücksichtigung der Ungleichung (50): 

(55) 

Wenn ie GI. (53) und (54) in (55) eingesetzt werden, ergibt sich: 
1 0,03 


Unter Berücksichtigung der GL.(35) «= as kann man die ee 
folgendermaßen umwandeln: | 


(57) As < 0,03 Yp,?— r?. 


Die Werte p, und p, sind unveränderliche Werte, d. h. ist der 
dann sind diese Werte fest Die 


) . 
+ sin arc tg 0,0 9 
| 
| 
> 


Günter Wilkens. Theorie der Intensitätsverteilung 88 


Werte As und r und somit « sind dagegen mittels Mikrometer- 
schrauben zu verändern. Inwieweit As und r geändert werden 
können, ersieht man aus der Ungleichung (57). 
Es folgt ein Beispiel: 

Gegeben sei: Es u sich: 


Pp, = 4,5cem, As = 0,01 cm. 


p, = 90cm. Da p, ein Minimum ist, ergibt sich aus Gl. (42) 


a < 12°47’, 
Da p, ein Maximum ist, ergibt sich aus Gl. (42) 
a > 0°38". 


Zerlegung des Spektrums mittels Strichgitter und Projektion auf Photostreifen 
Folgende Gleichung sei kurz vorausgenemmen: Er 


= Jo . = 

s= Abetand G—P auf dem entsprechend BE Photostreifen, 

4, = Wellenlänge des Strahls längster, vom Gitter um « = 90° ab- 
gebeugter Wellenlänge. 

4 = Wellenlänge eines Strahls, der auf dem Photostreifen vom Strahl 
der Wellenlänge 4, um den Betrag s entfernt ist und vom 
Gitter um den Winkel a abgebeugt wird. 

q = Konstante. 


Subtrahiert man in Gl. (58) von s ganzzahlige Vielfache m As 
einer Größe As, so muß man die unter dem Logarithmus stehende 
Größe A durch den entsprechenden Faktor k™ dividieren, indem 


(59) s—m ds =qin-> = qin > + qmink, 


Das ist aber nichts anderes als die im 1. Teil gegebene Definition 
der lg. Pr. Aus GI. (58) ist auch der Name „logarithmische Projektion“ 
genommen. 

Nebenbei sei darauf aufmerksam gemacht, daß wenn 4 = },, 
dann s=0. 


‘ 
4) 
mo 
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Bestimmung der Konstanten q 
© Wie schon oben angedeutet ist 4, die längste noch auf- 
zunehmende Wellenlänge. Sei A, die kürzeste Wellenlänge im 
Spektrum, die noch aufgenommen werden kann. Es sei dann: 


+ 


(61) 


von der Wellenlänge 2, auf dem 
Photostreifen sei S. D.h. S ist 
die Gesamtlänge des Photostreifens. 
Dann ist nach Gl. (58): 


(62) 12° 


Be Bestimmung der Form 
des Photostreifens 
Da dasSpektrum in bestimmter 
Art projiziert werden soll, muB der 
Photostreifen in bestimmter Form 
zum Gitter angeordnet werden (vgl. 
Abb. 2). 
Den Beugungsgesetzen gemäß 
gilt: 


(63) 2= sine = cos p. 


Bei a = 90° gilt also: 


Abb. 2. Der zu zerlegende Lichtstrahl (64) A 
läuft längs der y-Achse durch das im 0 
di i kt li d - 

Da nun s die Bogenlänge der durch 

w-Achse liegt. Der abgebeugte Strahl den Photostreifen dargestellten 
legt vom Koordinatenmittelpunkt Kurve r = f (d) ist, so gilt: IT: 
bis zum Punkt P im Photostreifen ar \* 
den Weg r zurück. 65 (32) =r? ( 

( ) dp ”+ a 


na 
m 


Aus der Division der Gl. (64) durch (63) ergibt sich: 


(66) 


Einsetzung in (58) ergibt: 


s=— qlncosyp. 


/ 
? 
4 
Gifer 
| 
er 
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Die Differentiation ergibt: 
ds 
(68) ey, 
so daß Gl. (65) übergeht in 


+ 


L 


womit die Differentialgleichung der Polarkoordinaten r und p erlangt 
ist. Da die analytische Lösung dieser Differentialgleichung schwierig 
ist, wird eine praktische Lösung angegeben. Ausgegangen wird dabei 
von der Gl. (67). 

In der obenstehenden Abb. 3 sind auf der z-Achse die Ab- 
stände @,(i = 1,2... 12) vom Punkt G aufgetragen. Im Punkt @ 
befindet sich das Gitter mit der Front parallel zur z-Achse. In 


| 
dr = 
2 
+ (35) ig 9 
A> 
A, 5 
Euler 
A 
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jedem Punkte ®, wird die Senkrechte zur z-Achse errichtet. Diese 
Senkrechten schneiden einen Kreis um G mit Radius R im 
Punkt P,, so daß 


(70) PG=R. 


Aus der Zeichnung ist ersichtlich, daB 
(71) ®,= Rcosgy,, 


wenn g, der Winkel ist, den die Gerade PG mit der z-Achse 
bildet; diese Gerade möge mit 9, bezeichnet werden. 

Jedem -Wert bzw. cosg,-Wert entspricht nach Gl. (67) ein 
s,-Wert. Auf dem danebengezeichneten Photostreifen sind diese 
s,-Werte aufgetragen unter der Berücksichtigung g=Ö5cm. Man 
schneide nun den Photostreifen aus und stelle ihn senkrecht so auf 
die Zeichnung, daß jeder s-Wert auf die entsprechende g-Gerade 
zu stehen kommt. Der s,,-Wert steht dabei im Punkte G. Der 
Photostreifen nimmt nun die in Abb. 2 gezeichnete Form an. _ 


Bestimmung der Wellenlänge eines Strahls, 
aufgenommen auf dem Photostreifen 


Man erhält aus Gl. (58) und (64): 


f 


Kontinuierliches Spektrum-Linienspektrum 
Die Normung einer Projektion hat natürlich nur für kontinuierliche 
Spektren Bedeutung. Ein Linienspektrum mag projiziert werden, 
’ wie man will, die Linien werden immer die- 
— selbe Frequenz und Intensität haben. 
Charakteristisch ist bei einem kontinuier- 
lichen Spektrum seine Intensitätsverteilung, 
insbesondere die Frequenz im IM. Diese 
Frequenz ist abhängig von der Projektion, wie 
ee schon im 2. Teil an Hand des Planckschen 
geseichneten Stellen Gesetzes bewiesen worden war. So besteht 
befinden sich die die etwas spitzfindige Möglichkeit, Spektren so 
Intensitätsmaxima zu projizieren, daß mehrere Frequenzen im IM. 
entstehen (vgl. Abb. 4). 

Im 2. Teil waren die Projektion und somit die Integrations- 
grenzen vorausgesetzt. Im 3. Teil wurde dann die Form des Photo- 
streifens bestimmt. Die Frage lautet nun: Wie findet man die 
Integrationsgrenzen, wenn die Form des Photostreifens BB: ist? 


4 
E 
\ 
| 4 
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Die Gleichung des Photostreifens lautet: 
(73) = f(r). 
Das Spektrum auf seine Intensitätsverteilung hin zu untersuchen 
heißt, mit einem Fenster über den Photostreifen fahren und dabei 
an jeder Stelle die Intensität zu registrieren. 

s, und s, seien zwei Abstände auf dem Photostreifen, deren 
Differenz gleich der konstanten, beliebig kleinen Breite des Fensters ist. 


8, = f(v,). 
Da die konstant ist, gilt: = 


(76) 9 (v,) — 9 (v,) = const = v, 


wobei man sich die konstanten Teile auf der linken Seite der 
Gleichung in die rechte hinüber genommen und mit der Konstanten v 
zusammengefaßt denkt. 
a: Die Integrationsgrenzen sind nun laut Gl. (74): 

v, bis »,. 
‘Nach Gl. (76) gilt zur Errechnung von »,: 


(77) v,=h(y,; 0). 

Die endgültigen Integrationsgrenzen sind sodann: 
v, bis h(w, ; ») 

Genau so wird mit der Wellenlänge verfahren. 


Beispiel für die Projektion: Av = const. 
Die Gleichung des Photostreifens lautet: 


(78) qv. 
Nach Gl. (74) gilt: q = const. 


(19) 
Gemäß Gl. (75) gilt: “ 
(80) 8, — 8, = q(v, — »,) = const. 
Gemäß Gl. (76) gilt: 

(81) %— 


=, 
5, = q¥,- 


a 
87 
Es gil 
< 
-.- 
. 
Statt o kann man also A» setzen, das auch eine Konstante ist und 
sein muß. Gemäß Gl. (77) gilt: 
(82) „-n+4. 
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Die Integrationsgrenzen lauten also: 
v, bis», + Ar. 


Beispiel für die lg. Pr. 
Nach GI. (58) gilt: 


Ay 
| 8, = qin 
Gemäß Gl. (75) gilt: 
(84) 8, — 8, = = const. 


Gemäß Gl. (76) gilt: 
_ 
(85) 


Die Integrationsgrenzen lauten also: 
A, bis A, (1 + 2). 


Man erkennt, daß bei den Projektionen Av = const, AA = const ond 

bei der lg. Pr. die Integrationsgrenzen sehr einfache Ausdrücke sind. 
Unter diesem Gesichtspunkt werde nun die bisher wohl allein 

verwandte Projektion auf ebene Photoplatten behandelt as 5). 


Den Beugungsgesetzen gemäß gilt: 


(86) A = sin 
Nach Abb. 5 gilt: 
(87) 


Setzt man speziell 


> 
Bord 43.1943 
= 
¥ 
Her 
Ab! 
off 
a 
| 


Günter Wilkens. Theorie der Intensitätsverteilung 
Wird hier « mittels der Gl. (86) eliminiert, so ergibt sich: 
(89) 


Nach Gl. (76) erhält man dann, den Faktor pm mit v vereinigt gedacht: 


(90) 


Gemäß Gl. (77) ergibt sich folglich für die Integrationsgrenze 4,: 
1, ‘ 


Dieser komplizierte Ausdruck sollte geniigen, um die Projektion von 
kontinuierlichen Spektren auf ebene Photoplatten als unbrauchbar 
zu erklären. Berechnet man die Wellenlänge im IM. und vergleicht 
diese Rechnung mit den Berechnungen im 2. Teil, so erkennt man 
die Einfachheit im letzteren Falle. 


Für den Fall 
kann man Gl. (89) vereinfachen: 
(93) 


D. h. Projektion: AA = const. 

Befindet sich der Spektrograph im Hochvakuum, dann gilt: n = 1. 
Berücksichtigt man nur Strahlen erster Ordnung, dann gilt: m =1. 
Gl. (92) erfordert: 


< A - 

(94) ~ < 10-4, 


Diese Bedingung ist nicht übertrieben, wenn man bedenkt, daß 
Spektrallinien auf acht Stellen angegeben werden. 

Gl. (93) in Ungleichung (94) eingesetzt, ergibt: Te ae 
(95) s<p10*. 
Gl. (86) in Ungleichung (94) eingesetzt, ergibt: Eh 


a < arcsin 10”#, 
a < 0° 00’ 20,6”. 


Die Ungleichungen (95) und (96) zeigen, daß die Ungleichung (92) 
ohne praktische Bedeutung ist. 


tan 
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Schluß 
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Folgende Tabelle soll zum Vergleich der drei einfachsten Pro- 


jektionen 


dienen. 


Projektion | 


dv = const 


41 = const 


lg. Pr 


Plancksches 
Gesetz 


dI=fw)dr 


dI=f(ada 


dI=fwWs=f(Ws 


hy, 


KT 
3e 


Intensitäts- 


maximum hr, 


hy, 


= 28213 


he 
= 4,9651 


m = 5,91-10°T 
A=. 


v,= 10,4-10°T = 8,22-10°T 
0,289 0,365 

aI, = 6,04 - | dI,=1,31-10-*T*di| dI,= 4,26-10-*T*e 


dr dr 
2 
m+ (75) 


r!+ (3: 

Es ist eine bekannte Tatsache, daß zwischen vielen physio- 
logischen und physikalischen Vorgängen ein logarithmischer Zusammen- 
hang besteht. So ist z. B. das Schallempfinden proportional dem 
Logarithmus der Schalleistung. Das Sehempfinden ist proportional 
dem Logarithmus der Lichtintensität. Sollte nicht das Farbempfinden 
proportional dem Logarithmus der Lichtfrequenz sein? Ich vermag 
leider keine zwingende Begründung anzugeben, die die Anwendung 
der von mir vorgeschlagenen lg. Pr. auf Grund dieser Tatsachen 
verlangt. Vielleicht aber habe ich hiermit eine brauchbare Anregung 
gegeben. 


Z. Z. La Plata, Observatorio Astronömico Nacional. 
Argentinien. 


tee |. 2 eos? 
+ do = 


(x = Konstante) 


Gleichung 
des Photo- 


2 
) = g’tg’p 
streifens 


Republik 


= 
a2 
P 
| | 
hc KT ny 
5e =5- 4e =4——* 
4 KT, KT 
h 
e 
KT, 
—— 
j . 
 (Kingegangen 5. Februar 1945) 
= | 
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= 
“ Uber eine Deformation 


des Hg-Gleichstrom- Hochdruckbogens 
durch einen überlagerten Wechselstrom 


Anläßlich einiger Untersuchungen an gleichstrombetriebenen 
Quecksilberhochdruckbögen wurden bei Überlagerung einer nieder- 
frequenten Wechselstromkomponente ausgeprägte Deformationen der 
kontrahierten Säule beobachtet, über die hier kurz berichtet werden soll. 

Die Beobachtungen erfolgten an drei verschiedenen Typen tech- 
nischer Quecksilberhochdrucklampen: 1. einer Quecksilbernormallampe 
nach Krefft, Rössler und Rüttenauer!), Bogenlänge 10,5 cm; 
2. einem Heraeusbrenner G 6 mit 


flüssigen Elektroden in waage- w 
rechter und senkrechter Brenn- u 


lage, Bogenlänge 12cm; 3. einer 
Lampe HgQ 500 in Gleichstrom- 
betrieb*), Bogenlänge 3 cm. 5 Z =. 

Die Überlagerung des von ! 
einem Schwebungssummer erzeug- 4 
ten und entsprechend nachverstärk- 
ten Wechselstromes erfolgte nach 
Anpassung durch einen Transfor- E le & 
mator in der normalen Duddell- Abb. 1. Modulationsschaltung 
Schaltung, wobei die Wechselstrom- 
quelle durch zwei parallel geschaltete Elektrolytkondensatoren hoher 
Spannungsfestigkeit von zusammen 64uF gegen den Gleichstrom- 
kreis blockiert war, vgl. Abb. 1. 

Es ergab sich nun bei Variation der Frequenz des Wechsel- 
stromes im Bereich von 50—16000Hz, daß an allen drei Bögen 
bei einer Reihe gut reproduzierbarer Frequenzen jeweils oberhalb 
eines bestimmten Kleinstwertes des Verhältnisses i. /i_ von Über- 
lagerungs- zu Betriebsstrom stationäre seitliche Auslenkungen bzw. 


1) H.Krefft, F.Rössler u. A.Rüttenauer, Z. techn. Phys. 18. S. 20. 1937. 
Ww. Uyterhoeven, Elektrische Gasentladungslampen, 1938. 
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Deformationen des Entladungskanales auftraten, wie sie im folgenden 
in einer Reihe von Aufnahmen wiedergegeben sind. 

Die Aufnahmen erfolgten unter Vorschaltung eines Grünfilters 
(VG 8) und einer relativen Öffnung f = 22 mit einer Belichtungszeit 
von '/,,, Sek. 

Zunächst trat an der Normallampe bei Veränderung der Über- 
lagerungsfrequenz von höheren zu niedrigeren Werten bei 3700 Hz 
eine solche seitliche Auslenkung der Entladung im unteren Drittel 
des Bogens auf, sofern der überlagerte Wechselstrom wenigstens 
0,3 Amp. betrug, vgl. Abb. 2 3). 

Auffällig erscheint die Tatsache, daß bei Variation der Frequenz 
von kleineren zu größeren Werten bei Erreichen dieser „kritischen 


 Abb.2. Normallampe.  Abb.3. Normallampe, 
et 1,9 Amp., 130 Volt net wie Abb. 2. 
3700 Hz, 0,3 Amp. 4000 Hz, 0,6 Amp. 
Frequenz“ die Auslenkung — ebenso wie bei allen anderen auf- 
gefundenen Frequenzwerten — entweder gar nicht oder jedenfalls 


in wesentlich geringerem Maße stattfand; eine Erhöhung des Modu- 
lationsstromes führte in diesem Fall regelmäßig zum Erlöschen der 
Entladung. 

Abgesehen von der weiter unten noch zu besprechenden Ände- 
rung der Betriebsdaten des Bogens waren die Deformationen jedes- 
mal von einem merklichen Anstieg des Gesamtlichtstromes begleitet, 
der aus äußeren Gründen jedoch nicht quantitativ gemessen wurde, 

Bei weitergehender Untersuchung des Effektes ergab sich, daß 
innerhalb des gesamten Frequenzgebietes von 4000 bis etwa 3400 Hz 
diese Auslenkung auftrat, jedoch lag der maximale Effekt etwa bei 
3700Hz; während an den Enden des genannten Bereiches Modu- 


1) Die Aufnahmen erwecken zunächst den Eindruck einer Spaltung der 
Entladungsbahn, jedoch ergab eine genauere visuelle Betrachtung, daß es sich 
bei dem scheinbaren (schwächeren) zweiten Entladungskanal um einen Reflex 
an der inneren Rohrwandung handelt. 


t 
¥ 
‘ 
; 
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lationsstromstarken bis zu 0,5 bzw. 0,6 Amp. notwendig waren, um 
den gleichen Auslenkungsgrad hervorzurufen (Abb. 3), wie er bei 
3700 Hz und 0,3 Amp. auftrat, bildete sich an dieser Stelle bereits 
bei geringfügiger Überschreitung des genannten Wertes eine Doppel- 
auslenkung aus (Abb.4 und 4a), wobei jedoch meistens bald darauf 
die Entladung erlosch. Nur in wenigen Fällen gelang es, bei einer 
etwas von der „Hauptfrequenz“ abweichenden Frequenz bei weiterer 
Steigerung des Werhselstromes die Entladung noch aufrecht zu er- 
halten, wobei sich in mehreren Fällen eine gegensinnige Ausbildung 
beider Deformationen ergab (vgl. Abb.5 und 6). 

Es verdient noch bemerkt zu werden, daß die Auslenkungen 
immer im gleichen Rohrazimut erfolgten; die Aufnahmen wurden 


Abb. 4, 4a. Normal- Abb.5. Normal- 


Abb.6. Normal- 


lampe, wie Abb.1 u. 2. lampe, wie oben. lampe, wie oben. 
3700 Hz, 0,35 Amp. 3800 Hz, Fact? 3800 Hz, 
3700 Hz, 0,45 Amp. 0,5 Amp. 0,7 Amp. 


senkrecht zur Richtung maximaler seitlicher Auslenkung gemacht; 
in Richtung der größten Auslenkung betrachtet, wies der Bogen 
lediglich eine merkliche Verbreiterung oder allenfalls eine gering- 
fügige Verwindung auf. 

Wie bereits erwähnt, war jede Auslenkung des Bogens von 
einer geringen Änderung seiner Betriebsdaten "begleitet: 

Bei konstanter äußerer Wechselspannung stieg bei Annäherung 
an die kritische Frequenz von oben her der Modulationsstrom zu- 
nächst um etwa 5°/, seines bisherigen Wertes an, wobei vorläufig 
noch keine Deformation, sondern nur eine gewisse Unruhe des 
Bogens zu erkennen war; bei weiterer Verkleinerung der Frequenz 
begann sich die Auslenkung allmählich je nach der Höhe des ein- 
gestellten Modulationsstromes mehr oder weniger stark bemerkbar 
zu machen und war nunmehr von einer deutlichen Abnahme des 
Modulationsstromes begleitet. Wurde dessen Wert genügend niedrig 


| 
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‘ 
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gewählt, so daß ein Erlöschen des Bogens vermieden wurde, so 
blieben die Verhältnisse nach Unterschreitung der Hauptfrequenz 
noch über einen Bereich von etwa 100Hz unverändert (die Ampli- 
tude der Auslenkung wurde innerhalb dieses Bereichs offenbar 
durch den Rohrdurchmesser begrenzt), bis dann ein Umspringen 
in den ungestörten, allenfalls noch etwas unruhigen Bogen statt- 
ee. fand, während sich der Wechsel- 


:  stromwiderstand erst allmählich 
wieder seinem anfänglichen Werte 
@nnaherte. 

Abb. 7 zeigt qualitativ die Ab- 
3 hängigkeit des Modulationsstromes 
L ! von der Frequenz bei konstanter 
legter Wechsel d 
: Frequenz; oberhalb dieser Kurve 
ist in willkürlichem Maß der Grad 
l : der Auslenkung qualitativ ange- 
705+ : deutet. Bei Durchlaufen des kri- 
tischen Frequenzbereiches in umge- 
t es | kehrter Richtung war entsprechend 
i 1 der geringeren Ausbildung der De- 

| wie formation auch dieser Kurvenver- 
= lauf weniger deutlich ausgeprägt, 


095" jedoch trat auch hier der unstetige 
Abb. 7. Qualitativer Verlauf der Auwe- Übergang in den ungestörten Bogen 
lenkung und des Modulationsstromes am Ende des Bereiches, jetzt also 
bei konstanter angelegter Wechsel- hei höheren Frequenzwerten auf; 
spannung bei Variation der Frequenz wie. bereits erwähnt, führten in 
‘von höheren zu niedrigeren Werten. .. a = 
ifi, Modulationsstrom des ungestörten diesem Fall Versuche mit erhöhtem 

Bogens, f, Hauptfrequenz Modulationsstrom regelmäßig zum 

. Erlöschen des Bogens. 

Die Änderung des Wechselstromwiderstandes war von einer 
parallel verlaufenden Änderung der Gleichstrombetriebsdaten begleitet, 
und zwar nahm die Betriebsspannung im Maximum der Auslenkung 
um ebenfalls etwa 5°/, ab, während der Bogengleichstrom um etwa 
8°/, zunahm. 

Weitergehende Beobachtungen zeigten nun, daß außer dem 
eben besprochenen Frequenzgebiet um 3700 Hz noch eine Reibe 
weiterer kritischer Frequenzen vorhanden waren, bei denen sich die 
Erscheinung jedoch trotz höheren Modulationsstromes weniger stark 
ausbildete; es waren dies die Frequenzen 6700 und 9400 Hz, jedoch 


« 
| 


B. Koch. Deformation des Hg-Gleichstrom-Hochdruckbogens usw. 95 


traten auch bei 13200 und etwa 16000 Hz Andeutungen einer Aus- 
lenkung auf, vgl. Abb.8 und 9. (Vgl. später.) 

Um einen eventuellen Einfluß der äußeren Kühlverhältnisse 
festzustellen, wurde ein Heraeusbrenner untersucht, bei dem der Effekt 


Wf 


Abb.8. Normallampe, Abb. 9. Normallampe, 
wie oben. wie oben. 
6700 Hz, 0,75 Amp. FH 9400 Hz, 0,6 Amp. 


zunächst in auffälliger Form innerhalb eines Bereiches von etwa 
600—1100 Hz hervortrat (Abb. 10); bei der schärfer definierten Fre- 


Abb. 10. Heraeusbrenner. 


Abb. 11. Heraeusbrenner, wie Abb. 10. 5000 Hz, 1,4 Amp., waagerecht 


quenz 5000 Hz ergab sich bei waagerechter Brennlage eine deut- 
liche Doppelauslenkung, sowie eine merkliche durch die Rohrwandung 
behinderte Deformation des gebogenen Endladungsteiles in der Nähe 
der Anode (Abb. 11). In senkrechter Brennstellung bildete sich 


nur die und die anoden- 
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seitige Deformation schwächer aus, während die zweite Auslenkung 
der vorhergehenden Aufnahme fehlte (Abb. 12). 

In senkrechter Brennstellung trat bei der Frequenz 1000 Hz 
(Abb. 13) eine Auslenkung im entgegengesetzten Sinn wie in Abb. 10 
auf; jedoch begann hier die Erscheinung zu „laufen“, wie sich über- 
haupt feststellen ließ, daß bei senkrechter Brennstellung die Verhält- 
nisse wesentlich instabiler und weniger gut reproduzierbar waren, 
bzw. die Entladung viel leichter abriß als in waagerechter Brennlage. 


pre 
eee Abb. 12. Heraeusbrenner. Abb.13. Heraeusbrenner, wie oben. 
Daten wie Abb. 11, senkrecht 1000 Hz, 2,2 Amp., senkrecht 


Bei der zuletzt untersuchten Lampe HgQ 500 (ohne äußeren 
Glaskolben) traten ähnliche Auslenkungen bei einer Reihe später 
zusammengestellter Frequenzen auf, boten jedoch erscheinungsgemäß 
nichts Neues. 

Übereinstimmend ergab sich bei allen drei Lampentypen, daß 
jedesmal eine kritische Hauptfrequenz vorhanden war, bei der die 


Erscheinung schon bei merklich geringeren Modulationsströmen auf- 3 


trat als bei den übrigen kritischen Frequenzwerten und die auch 
gleichzeitig von einem stärker ausgedehnten Frequenzgebiet um- 
geben war; bei der Normallampe betrug diese Hauptfrequenz 3700 Hz, 
beim Heraeusbrenner in waagerechter und senkrechter Stellung 
5000 Hz, bei der Lampe HgQ500 etwa 8200 Hz, wobei hier jedoch 
der Effekt bei allen Frequenzen einheitlicher ausgebildet war und 
eine Bevorzugung der genannten Frequenz deutlich nur an der 
Breite des umgebenden kritischen Gebietes erkenntlich war, die ins- 
besondere nicht sicher entscheiden ließ, ob die in Tab.1 ein- 


Er: 
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6. Folge. 4. 


geklammert angegebene Frequenz 9600 Hz als selbständig oder als 
zu diesem Bereich gehörig zu betrachten ist. 

In folgender Tab.1 ist eine Zusammenstellung aller aufgefun- 
denen kritischen Frequenzwerte gegeben; der jeweils angegebene 
Modulationsstrom +. wurde dabei so gewählt, daß eine deutliche 
Auslenkung, jedoch noch kein Erlöschen des Bogens eintrat. Neben 
dem unmittelbar verständlichen Verhältnis + /i_ ist noch der reziproke 
Wert des auf den: Kleinstwert in bei der Hauptfrequenz bezogenen 
jeweiligen Modulationsstromes angegeben, der unter Umständen als 
qualitativer Anhalt für die Stärke des Effektes dienen kann. 


Tabelle 1 : 
Normallampe Heraeusbrenner 
i_ = 1,9 Amp., V_ = 130 Volt i_ = 3’Amp., V_ = 87 Volt 


i 

© 


Bei der Beurteilung der Intervalle zwischen den kritischen "RR 
quenzwerten muß berücksichtigt werden, daß die Hauptfrequenzen 
innerhalb der kritischen Frequenzgebiete teilweise nur mit geringerer 
Genauigkeit eben werden können, so daß -ein sicherer Rück- 
schluß auf die Übereinstimmung der einzelnen Intervalle nur schwer 
möglich ist. Immerhin seier nachfolgend diese Werte in der Tab. 2 
gesondert zusammengestellt. 

Es scheinen sich demnach nur beim Heraeusbrenner gleiche 
Abstände der kritischen Frequenzen voneinander zwanglos zu er- 
geben, während diese Folgeruug bei den beiden ee 1. 


| 
18000 | 05 | 026 0,6 |13.600 11 | 08 

13200 | 0,55 | 0,29 0,54 11600 12 | 04 04 om 
0,37 0,43 || 9400 12 | 04 
0,37 0,43 || 7000 13 | 0,43 

0,16 1,0 5 000 10 | 033 

| 1100— 16 | 054 | 068 

BgQ500. i_ = 1,1 Amp., V_ = 120 Volt 

Im in /i= [im 
3.000 0,5 0, 0,5 
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mes aus Umständen eine ‘Unter. 
suchung dieser offenbar recht komplexen Erscheinungen nicht mög- 
lich war, soll von dem Versuch einer theoretischen Diskussion 
abgesehen werden, da insbesondere auch das bisher gewonnene Bedb- 
achtungsmaterial noch nicht entscheiden. läßt, inwieweit der auf-. 
gefundene Effekt für die Theorie der Hochdrucksäule von Bedeu- 
tung ist’), 

Herrn Dozent Dr. H. Klumb danke ich für die fördernde Unter- + 
stützung der Beobachtungen. 


" 1) Zusatz bei der Korrektur: Während der Drucklegung teilte mir ER 
Dr. Mangold, Physikalisches Institut der Universität Leipzig, freundlicher- 
weise mit, daß an Quecksilber - Höchstdrucklampen in Kugelform (Type 
Osram HgB 500) ähnliche scharf definierte Frequenzen von ihm aufgefunden 


worden seien; über die Deutung des Effektes als Resonansschwingung der 


Gasfüllung des Hohlraumes wird Herr Dr. Mangold demnächst berichten. 
29. Dezember 1942. 


(Eingegangen 6. April SER 
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Zur Frage der selektiven Erhiteung 
kleiner Teilchen im Ultrakurswellen-Kondensatorfeld 
Von H. Schaefer und H. Schwan 


(Mitteilung aus dem Kaiser-Wilhelm-Institut für Biophysik, Frankfurt am Main 
Direktor: Prof. Dr. B. Rajewsky) 


(Mit 10 Abbildungen) 


Inhaltsübersicht: A. Einleitung. Problemstellung. Stand der Erkenntnis. 
— B. Hauptteil: I. Die räumliche Temperaturverteilung in einer Emuleion kugel- 
förmiger Tröpfchen im stationären Zustand; 1. Mathematische Behandlung; 2. An- 
wendung auf die Wasser-in-Öl-Emulsion; 3. Praktische Durchführung des Ver- 
suchs der selektiven Siedezerspratzung in der Wasser-in-Öl-Emulsion. — II. Die 
räumliche und zeitliche Temperaturverteilung im nichtetstionären Anlaufvorgany; 
1. Mathematische Behandlung; 2. Experimentelle Untersuchung der nichtetatio- 
nären Temperaturverteilung am Modellsystem; 3. Anwendung auf die Wasser-in- 
Öl-Emulsion; 4. Anwendung auf andere Makro- und Mikrosysteme. — C. Schluß. 
—D. — E. Schrifttum. 


A. Problemstellung. Stand der Erkenntnis 


Das Verhalten inhomogener Dielektrika im elektrischen Wechsel- 
feld ist theoretisch sowie experimentell schon früh studiert worden 
(Maxwell, Drude, K. W. Wagner). Insbesondere das Phänomen 
der Frequenzabhängigkeit von DK. und Leitfähigkeit — ausnahmslos 
im Sinne einer anomalen Dispersion — gab den Anlaß zu diesen Unter- 
suchungen, die vor allem in den Arbeiten von K. W. Wagner* ® 4) 
eine recht weitgehende theoretische Klärung und Begründung der 
experimentellen Befunde zu liefern vermochten. 

Erneutes Interesse und eine besondere Bedeutung gewannen 
diese Probleme sehr viel später in neuerer Zeit, als, ausgehend von 
“en Fortecbritten der Ultrakurzwellenerzeugung in der Nachrichten- 
technik (A. Esau), die biologisch-medizinische Anwendung der 
UEW.-Durchflutung im Kondengatorfeld (A. Esau, E. Schliep- 
hake) eingeführt wurde. Hier war wieder das alte Problem, das 
Maxwell, Drude und K. W. Wagner beschäftigt hatte, aufs neue 
ges‘ellt: Welche Vorgänge spielen sich im wechselstromdurchfluteten 
Divlektrikum im einzelnen ab? Allerdings war diesmal die Frage- 
stellung in einem Punkte sehr wesentlich eine andere. Das Interesse 
der genannten Erstbearbeiter des Problems hatte sich fast ausschließ- 


& : 


lich auf das äußere Verhalten der Dielektrika, d. h. konkret gesprochen 
auf die Strom-, Spannungs- und Phasenbeziehungen der mit solchen 
Dielektriken behafteten elektrischen Kreise gerichtet und die inneren 
Vorgänge waren nur, insoweit sie dies Verhalten bestimmten, mit inden 
Kreis der Betrachtung gezogen worden, wobei eine weitgehende 
Schematisierung und formale Behandlung dieser inneren Vorgänge 
schadlos durchführbar war. Nunmehr aber lag das Hauptgewicht 
der Betrachtung auf einer möglichst eingehenden und getreuen Er- 
fassung der Einzelheiten dieser inneren Mechanismen, da insbesondere 
für die biologische Anwendung der Ultrahochfrequenzdurchflutung die 
Aufklärung der Elementarvorgänge in der Mikrostruktur des durch- 
fluieten Gewebes, also in den einzelnen Zellen und ihren Aufbau- — 


elementen (Kern, Plasma, Membran) erforderlich war. Das gleiche 


Interesse einer eingehenden Elementaranalyse der Vorgänge in der 
Mikrostruktur der Dielektrika lag auch auf anderen Fachgebieten, 
für die die Anwendung hoch- und höchstfrequenter Wechselströme 
von Bedeutung geworden war, vor, so z.B. in der Kolloidehemie und 
in der Werkstoffprüfung des Isolatorenbaues. So ist es verständlich, 
daß die vorhandene Theorie angesichts der neuen Fragestellungen 
nicht unerheblicher Ergänzungen’ bedurfte. Diese wurden, in erster 
Linie im Zuge einer großen, von B. Rajewsky durchgeführten Unter- _ 
suchungsreihe [zusammenfassende Darstellung s. B. Rajewsky*)], — 
sehr bald gegeben, und zwar wurden zunächst rein experimentell die 
eigentümlichen Phänomene bei der Ultrahochfreuenzdurchflutung 
biologischer Körper. aufgezeigt [H. Schaefer )]. ihre theoretische 
Deutung, in der vorgenannten Arbeit nur als mögliche Erklärung 
qualitativ angedeutet, wurde anschließend von H. Dänzer®”) im 
einzelnen in eingehender mathematischer Analyse geliefert und später 
namentlich bezüglich der Einzelheiten der Temperaturabhängigkeiten 
weiter ergänzt [H. Schwan®)]. Auch in technischer Hinsicht waren 
die Besonderheiten der. ultrahochfrequenten Stromleitung in inho- 
mogenen Stoffsystemen erkannt worden [A. Esau und E. Busse?)] 
und damit die allgemeine Bedeutung des Problems dargetan. Zahl- 
reiche andere hier anzuführende Fragen, so z. B. der Einbau physiko- 
chemischer Theorien (Ionenleitung in Dielektriken, ionale Verschie- 
bung an Grenzflächen, Lockerstellen), seien nur kurz angedeutet. 

Bei diesen Untersuchungen und Überlegungen interessierte. vor 
allem eine eigenartige und bedeutungsvolle Möglichkeit, die in gleicher 
Weise die Aufmerksamkeit sowohl der biologisch-medizinischen 
Forschung, wie auch der anderen genannten Fachgebiete auf sich zog, 
nämlich die Möglichkeit der Bildung von sogenannten ,,Punktw: ee. 
d.. h. die Möglichkeit der selektiven Überhitzung kleiner in einem 
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Einbettungsmedium suspendierter Teilchen, also etwa der dispersen 
Phase eines Sols, oder, um ein medizinisches Problem zu nennen, 
eines Bakteriums im Blutstrom oder Gewebe. Die bedeutsame Mög- 
lichkeit einer solchen selektiven Überhitzung wurde zum ersten 
Male erkannt an Hand einer von A. Esau beobachteten und gedeuteten 
Erscheinung: Ein durch Wassertrépfchen verunreinigtes Paraffinöl, 
das als Dielektrikum eines hochbelasteten UKW.-Kondensators diente, 
zeigte eine Verdampfung dr 4 

Wassertrépfchen durch Siede- 
zerspratzung bei einer weit _ 
unter 100° liegenden Gesamt- __ 
temperatur des flüssigen Di- 
elektrikums. Die Ursache für 
dieses eigentümliche Verhal- 
ten der Emulsion kann leicht 
an Hand einer kurzen an- 
schaulichen Darstellung der 


Grundvorgänge erläutert wer- 7 \ 60 
den: wir betrachten ein Sy- 
stem nach Abb. 1: in siner # 60 


(unendlich ausgedehnten) Öl- 


menge befindet sich ein 
Wassertropfen. Wird dieses 

System von einem Ultrahoch- 
frequenzstrom durchflutet, so x ses 
findet jedem: Abb. 1. Temperaturfeld in einer Wasser- 
ment eine gewisse Energie- in-Ol-Emulsion. 


umsetzung in Wärme statt, qTy5pfchen-¢: 2 bew.1mm. Wellenlänge 3m. 
welche durch die Feldstärke Äußere Feldstärke: : 4500 Volt/em 
und die elektrische Leitfähig- 

keit des Materials gegeben ist. Da letztere für Wasser etwa 
9 Zehnerpotenzen größer ist als für Öl, kann die Wärmeentwicklung 
im Öl vernachlässigt werden. Es findet also in dem betrachteten 
System lediglich im Wassertropfen eine primäre elektrische Er- 
wärmung statt. Das umgebende Öl weist lediglich mittelbar durch 
Wärmeleitung vom Wassertropfen her eine Erwärmung auf. Es bildet 
sich daher vom Trépfchenmittelpunkt aus ein Temperaturgefälle nach 
außen hin aus, dessen quantitativer Verlauf durch die elektrischen, 
thermischen und geometrischen Gegebenheiten bestimmt ist. Es kann 
bei hinreichend großer Feldstärke, wie sie z. B. bei. der obengenannten 
ersten Beobachtung des Phänomens im flüssigen Dielektrikums des 
Gitterkondensators eines großen Kurzwellensenderohres gegeben war, 
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so groß werden, daß in den Wassertrépfchen die Siedetemperatur 
erreicht wird, während das Öl selbst eine mittlere Temperatur von 
40—60° aufweist. Hinsichtlich der Einzelheiten bei der Ausbildung 
dieses Temperaturgefälles sind grundsätzlich zwei Phasen zu unter- 
scheiden: Hinreichend lange Zeit nach Beginn der Durchflutung wird 
ein Gleichgewichtszustand eintreten in dem Sinne, daß die gesamte 
elektrisch im Tröpfchen in der Zeiteinheit entwickelte Wärmemenge 
in der Zeiteinheit durch die Tröpfchenoberfläche oder durch jede 
beliebige um den Tröpfchenmittelpunkt gedachte Kugelfläche ab- 
fließt. In diesem Gleichgewichtszustand ist das Temperaturgefälle 
stationär geworden. Vor Erreichen dieses Gleichgewichtszustandes 
durchläuft das System einen nichtstationären Übergangszustand, der 
dadurch gekennzeichnet ist, daß die im Trépfchen in der Zeiteinheit 


entwickelte Wärmemenge größer ist als die durch die Trépfchenober- 4 


fläche in der Zeiteinheit abfließende. Der im Tröpfchen verbleibende _ 
Differenzbetrag bewirkt ein Ansteigen der Trépfchentemperatur, das 
so lange bestehen bleibt, bis die Ubertemperatur bzw. die Steilheit 
des Temperaturgefälles so groß geworden ist, daß der obengenannte _ 
Gleichgewichtszustand erreicht ist und die Temperaturen nicht weiter 


steigen können. Bezüglich des Umfanges der quantitativen Möglich- _ 


keiten liefert naturgemäß die soeben gegebene grob-qualitative Er- 
klärung keinerlei Anhaltspunkte. Hier kann nur die genaue mathe- 
matische Analyse des Problems bzw. eine exakte Messung Aufschluß 
verschaffen. Was die theoretisch-mathematische Behandlung anbe- 


trifft, so ist zu sagen, daß, wie weiter unten im einzelnen dargetan ist, 


gewisse prinzipielle mathematische Schwierigkeiten für eine explizite 


Lösung eines Teiles der auftretenden Differentialgleichungen bestehen. AR 


Während die Beherrschung der rein elektrischen Feldprobleme — 
wenigstens bei geometrisch einfachen Anordnungen — keine grund- 


sätzlichen Schwierigkeiten bietet, und zwar sowohl was das äußere Be 


schaltungsmäßige Verhalten (K.W. Wagner), wie auch was die 
Einzelheiten der Feldverteilung im Mikroskopischen (Maxwell, — 
Danzer) betrifft, liegen die Verhältnisse bezüglich der Erfassung der 


zeitlichen und räumlichen Einzelheiten des Temperaturfeldes auch 4 x 


für die einfachsten geometrischen Systeme wesentlich schwieriger. 
Trotzdem sind angesichts der großen Bedeutung des Problems die _ 
mathematisch-theoretische Behandlung wie auch Messungen wieder- — 4 
holt versucht worden. Bezüglich ersterer ist allerdings festzustellen, _ 
daß hier nur Teillösungen für den stationären Fall angegeben worden 
sind. W. Krassny-Ergen!® !!) hat in zwei theoretischen Arbeiten 
eine Modellanordnung und zwar eine homogene Vollkugel als suspen- 
diertes Teilchen in einem Dispersionsmedium anderer elektrischer 
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Leitfähigkeit in einem Kondensatorfeld für spezielle Randbedingungen 
bezüglich des sich im Gleichgewichtszustand einstellenden Temperatur- 
feldes durchgerechnet. Er findet für eine durch den Ultrahochfre- 
quenzstrom zugeführte Wärmeleistung von 1 W/cm® bei einem gün- 
stigsten (d.h. kleinsten) Wärmeleitvermögen für Objekte von Zell- 
größe (10 „) eine Temperaturdifferenz zwischen Zelle und Umgebung 
von höchstens 5-10-* Grad und ein Temperaturgefälle von höchstens 
80°/cm. Die genannte Temperaturdifferenz ist dabei dem Quadrat 
des Teilchenradius proportional, es folgt also eine sehr starke Ab- 
hängigkeit der erzielbaren selektiven Überhitzung von der Teilchen- 
größe in dem Sinne, daß bei kleinen Teilchen die erzielbaren Tempe- 
raturerhöhungen schnell kleiner werden. Dieser Befund wird von 
experimentellen Untersuchungen anderer bestätigt. Dora Kulka!?) 
untersuchte mit einer sehr empfindlichen biologisch-chemischen Farb- 
umschlagsmethode die Temperaturerhöhung im Inneren des Zelleibs 
von Hefezellen gegenüber der mittleren Gesamttemperatur der UKW.- 
durchfluteten Kultur und findet, daß diese Temperaturerhéhung 
gegenüber der Umgebung unterhalb 1° liegen muß. Das gleiche Er- 
gebnis erhielt P. Wenk bei Versuchen an Paramaecien!®). Den 
Befund, daß bei größer werdendem Objekt die erzielbare Temperatur- 
erhöhung gegenüber der Umgebung schnell zunimmt, ‚bestätigen 
Messungen von N. N. Malov!®), der bei Drosophila eine solche 
Temperaturerhéhung von 18° ermittelte. 

Die theoretische Behandlung des Problems ist am eingehendsten 
von Krassny-Ergen (a. a. O.) durchgeführt worden. Er behandelt 
jedoch nur den bei konstanter zugeführter Hochfrequenzenergie nach 
hinreichend langer Zeit sich einstellenden Gleichgewichtazustand der 
Temperaturdifferenzen. Eine vollständige Behandlung des Problems 
verlangt aber auch die nähere Untersuchung des nichtstationären 
Anlaufstadiums in der Zeitspanne unmittelbar nach dem Einschalten 
des Feldes bis zum Erreichen des Gleichgewichts. Wie in der vor- 
liegenden Arbeit weiter unten im einzelnen gezeigt wird, eröffnet sich 
hier an sich die Möglichkeit, die in einem vorgegebenen System im 
stationären Endzustand erreichbaren „Punktwärmen“, d.h. selek- 
tiven Teilchenüberhitzungen um ein Vielfaches zu übertreffen, ohne 
daß allerdings — dies sei hier sogleich vorweg bemerkt — der-soeben 
für den Gräßenbereich des Kolloiden und Mikroskopischen berichtete 
grundsätzlich negative Befund damit eine Korrektur erführe, wie im 
zweiten Teil der vorliegenden Mitteilung im einzelnen gezeigt werden 
‚wird. Bezüglich der mathematischen Behandlung dieses Teils des 
Problems ist allerdings zu sagen, daß die analytische Lösung der das 
Problem exakt beschreibenden partiellen Differentialgleichungen nicht 
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gelingt. Es ‚bestehen zwar für einen bestimmten vorgegebenen Fall 
Lösungsmöglichkeiten nach einem Differenzenverfahren, mit dessen 
Hilfe es gelingt, schrittweise von einem vorgegebenen Anfangszustand 
aus die Temperaturverteilung zu späteren Zeitpunkten zu gewinnen. 
Jedoch ist dieses Verfahren umständlich und nur bei vorgegebenen 
Werten für die Wärmeleitfähigkeiten usw. anwendbar. Da es infojge- 
dessen keine Ergebnisse liefert, die verallgemeinert werden können, 
und so Rückschlüsse für das Temperaturfeld in Systemen mit anderen 
Konstanten nicht zuläßt, besitzt es keinen Vorteil vor dem Experi- 
ment.- Wir haben deshalb den Versuch unternommen, an einer ex- 
perimentellen Anordnung, die den obengenannten Fall der Wasser- 
in-Öl-Emulsion recht genau wiedergibt, durch thermoelektrische 
Messung die den nichtstationären Anlaufvorgang bestimmenden Ge- 
setzmäßigkeiten empirisch zu ermitteln. Aus den durch Messung 
gewonnen, den zeitlichen und räumlichen Verlauf der Temperatur im 
Anlaufvorgang beschreibenden Kurven läßt sich, wie im einzelnen 
gezeigt werden wird, mit gewissen Einschränkungen auch das Verhalten 
anderer Systeme schrittweise ableiten. Außerdem ist in der vorliegen- 
den Arbeit die mathematische Behandlung des stationären Teils des 
Problems durch eine Ableitung durchgeführt, die gegenüber der von 
Krassny-Ergen gegebenen Lösung auf die dort gemachten Rand- 
bedingungen verzichtet und so auf eine Differentialgleichung führt, 
die exakt lösbar ist und die Anwendung von Reihenentwicklung ent- 
behrlich macht. Dadurch werden analytisch einfache Gesetzmäßig- 
keiten gewonnen, die bei der Behandlung des nichtstationären Falles 
von großem Nutzen sind. 


B. Hauptteil 


I. Die räumliche Temperaturverteilung in einer Emulsion 
kugelförmiger Tröpfohen im stationären Zustand 


1. Mathematische Behandlung 


Es sei zunächst die mathematische Behandlung des stationären 
Falles durchgeführt. Für diesen Fall, d.h. also für den Zustand des 
eingespielten Gleichgewichtes, in dem (s. oben!) die in der Zeiteinheit 
in dem kugelförmigen Tröpfehen entwickelte Wärmemenge auch in 
der Zeiteinheit en an die Umgebung abgegeben wird, gelten 
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(j: Wärmestromdichte; k: Wärmeleitfähigkeit; T: Temperatur; 
q: Joulesche Wärmeleistung in der Volumeinheit.) Die Zusammen- 
fassung der beiden Gleichungen führt zu: 


worin A derLaplacesche Operator + + ist. Krassny- 
Ergen™) hat eine Lösung dieser Differentialgleichung für folgende 
Randbedingungen gewonnen: Das elektrische Kurzwellenfeld, das die 
Erwärmung in den Tropfen bedingt, wird von zwei parallelen Platten 
begrenzt und ist daher zylindersymmetrisch. Diese Platten werden 
auf konstanter Temperatur gehalten, das Temperaturfeld ist daher 
ebenfalls zylindersymmetrisch. Gegenüber diesen von Krassny- 
Ergen angenommenen besonderen Randbedingungen erscheint es 
nützlicher, die einschränkende Annahme eines speziellen (planpar- 
allelen) Kondensatorfeldes fallen zu lassen und den allgemeinen Fall 
eines kugelförmigen Trépfchens in einem unendlich ausgedehnten 
Medium zu betrachten. Für mikroskopische oder gar kolloide Dimen- 
sionen des Teilchens ist in einem makroskopischen Kondensatorfeld 
üblicher Abmessungen diese Bedingung des unendlich ausgedehnten 
Suspensionsmediums in sehr guter Näherung erfüllt. Das Temperatur- 
feld hat in diesem Falle Kugelsymmetrie; die Wärmeströmung in der 
Umgebung des kugelförmigen Teilchens wird rein radial. Dadurch tritt 
für die Berechnung eine erhebliche Vereinfachung ein, so daß für die 
Lösung der Differentialgleichung keine Reihenentwicklung mehr not- 
wendig ist, vielmehr eine explizite, analytische Lösung ableitbar ist. 
Der Laplacesche Operator, in Polarkoordinaten en 
lautet unter dieser Voraussetzung: ie 


Die Gleichung (8) 
(4) 

führen wir durch die Substitution = = über in 


2 q 


Das allgemeine Integral der zugehörigen homogenen Gleichung _ 
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Durch Variation “ng Konstanten C folgt als Lösung für N 


und hieraus das allgemeinste Integral der Differentialgleichung (4) 


(5) 


Die Wärmeleistung q werde durch das elektrische Feld E zuge- 
führt. Dann gilt 
(6) q= = E?, 


worin o die spezifische elektrische Leitfähigkeit des jeweils betrach- 
teten Mediums ist. Das Feld in den Tropfen ist hierbei bei hin- 
reichend Be Abstand der Tropfen voneinander durch die Be- 


- @ 
é 4,, + 


(a = Ohmsche Leitfähigkeit, e = DK., ® = 2%» Kreisfrequenz) der 
komplexe Leitwert des Inneren bzw. Äußeren und E, die Feldstärke 
in großem Abstand vom betrachteten Tropfen ist. Für den Fall des 
En. in Öl gelten etwa die folgenden Richtwerte: 


Ol: 0,2-10-12 Q-1em-t = 1,8-10-1 e. E. 
e, = 80 o, = 0,8-10-? = = 2,7: 108 e. -E. 
Somit folgt in elektrostatischen Einheiten: 
A, = 2,7-108 + 4-40: 
.A,=18-10-1 


Bei ultrahochfrequenten Strömen mit einer Frequenz von mehr als 


108 Hertz kann in guter Näherung der reelle Bestandteil vernach- MR 


lässigt =e. Es gilt dann 


Nunmehr können wir die an im Wasser a 401 berechnen. _ 
Aus der Gleichung (6) folgt fir 


q, = 1,8-10-1 
Wasser: q, = 2,7.10° (5 5) Be = 14-100 E,2. 
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Die Wärmeentwicklung im Öl ist gegenüber der im Wassertropfen 
also vernachlässigbar. Wir dürfen daher q, = 0 setzen. In allen den 
Fällen, in denen diese Annahme gemacht werden kann, folgt also 
für die Temperaturverteilung im Außenraum aus Gleichung (5): 


(9) T, = 2.40. 


Ist die Warmeentwicklung im Außenraum nicht vernachlässigbar, 
so bedingt diese zusammen mit einem entsprechenden Teil der Wärme- 
leistung im Inneren einen gleichmäßigen, linear mit der Zeit verlaufen- 
den Temperaturanstieg von überall gleichem Betrage. Der genannte 
Teil der inneren Wärmeleistung, der hierzu erforderlich ist, bestimmt 
sich durch die Forderung, daß das Produkt von spezifischer Wärme, 
spezifischem Gewicht und Wärmeleistung innen und außen gleich sein 
muß. Der restliche Teil der inneren Wärmeleistung führt dann zu einer 
zusätzlichen Erwärmung, für die die oben abgeleiteten Gesetzmäßig- 
keiten gelten. 

Fordern wir[ Gleichung (9’)], daß T nur die Übertemperatur gegen 
einen weit entfernten Punkt im Außenraum angibt, so wird a = 0 
und somit 


(9) 


An der Grenzfläche des betrachteten Tropfens vom Radius R 
gelten die folgenden Randbedingungen: 

1. Im stationären Fall muß die gesamte im Tropfen entwickelte 
Wärme durch die Oberfläche treten. Dies bedingt 


4" = 4n Rj, 


u ergibt sich für die Grenzfläche (r = R!) 


Da k; + 0 gilt, muß a verschwinden und es wir 


14 
(12) tt 


(T, Temperatur des Kugelmittelpunktes). 
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grat 
‘ 
er 


Physik. 5. Folge. Band 43. 1943 


2. Die Wärmeströmung erfährt an der Oberfläche keinen Sprung. 
Es folgt also wegen j=—k grad T 


3. Die Temperatur an der Oberfläche erfährt unter Umständen 4 
einen Sprung. Ein Maß für diesen Sprung wird durch die Wärme- a 


übergangszahl » gegeben, die durch das Newtonsche Gesetz 
(14) j=n(T,— T)r=2 
definiert ist. An der Grenzfläche hat die Wärmestromdichte in unserem 


Fall den Wert 2 q [Gleichung (10)]. Aus den Gleichungen (12) und 
(18) folgt daher 
oom: 
k 3 +6 k 
1 2 
T, = 7,8) + = (z+ 


Hiernach wird bei einem Temperatursprung an der Grenzfliche die 
räumliche Temperaturverteilung nur im Inneren beeinflußt, indem sie 
um den Wert des Temperatursprunges gleichmäßig angehoben wird. 
Ist die Wärmeübergangszahl sehr groß, d.h. liegt keine Unstetigkeit 
der Temperatur vor, so nimmt die Mittelpunktstemperatur quadratisch 
mit dem Kugelradius zu. Größere Tropfen werden hiernach wesentlich 
stärker erwärmt als kleine. An der Grenzfläche springt der Wert des 
Temperaturgradienten. Es ergeben sich aus den Gleichungen (12) 
und (18) hierfür die Werte 


1 q 
(grad T.),-2 


iad « ing der Gradient um einen Wert, der de Differenz der 
reziproken Wärmeleitfähigkeiten proportional ist. 


TB, 


2. Anwendung auf die Wasser-in-Öl- Emulsion 


Für Öl und Wasser gelten die folgenden Wärmeleitfähigkeiten: _ 
Wasser: k, = 0,0054 Watt-em-!-grad-1; Öl: k, = 0,0012 Watt-em-!- 
grad-!, Dies bedingt an der Grenzfläche im Öl eine mehr als vierfach 
größere Steilheit des Temperaturverlaufs als im Wasser. Abb. 1 gibt 
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diese Verhältnisse wieder. Die Mittelpunktstemperatur T', beträgt für 
den Fall, daß kein Temperatursprung an der Grenzfläche vorliegt, 
bei Verwendung der oben angegebenen Werte für die Wärmeleit- 
fähigkeiten und elektrischen Leitfähigkeiten von Öl und Wasser; ~ 4 


| | 7, = 0,48. 
Die Temperatur an der Grenzfläche T(R) ist nach Gleichung 8) 
gegeben durch 


(17) 


; 

one 


(18) 


Wie der Vergleich der Ergebnisse (17) und (18) beweist, beträgt das 
Temperaturgefälle im Wassertropfen somit nur 10°, der Mittelpunkts- 
temperatur, wenn kein Temperatursprung an der Grenzfläche statt- 
findet. Liegt ein solcher indessen vor, so ist'der prozentuale Anteil 
am gesamten Gefälle noch geringer. Hieraus folgt, daß die Tempe- 
ratur in den Wassertropfen bereits ohne Annahme von Konvektion 
in ungefährer Annäherung als räumlich konstant betrachtet werden 
darf. Der Temperaturabfall findet zu 90°/, erst im Ölbad statt. Da 
er reziprok zur Entfernung vom Tropfenmittelpunkt erfolgt, liegt das 
größte Temperaturgefälle in unmittelbarer Nähe des Tropfens. Be- 
züglich des eben genannten Temperatursprunges in der Grenzschicht‘ 
Wasser-Öl ist zu sagen, daß solche Temperaturspriinge in der Grenz- 
schicht flüssig-flüssig im allgemeinen nicht vorkommen. Sie treten 
normalerweise nur an der Grenzschicht gasförmig-flüssig und gas- 
förmig-fest auf. Sie können aber auch in der Grenzschicht fest-flüssig 
und flüssig-flüssig dadurch vorgetäuscht werden, daß in diesen Grenz- 
schichten durch physikochemische Vorgänge, z. B. durch Adsorption, 
sich dünne Zwischenschichten ausbilden, so daß das Zweiphasensystem 
in ein Dreiphasensystem übergeht. Die Temperaturen T, an der 
Stelle R (Tröpfchenoberfläche) und T, an der Stelle R sind dann 
nicht mehr einander gleich, sondern es liegt T, um den Betrag des 
Temperaturgefälles in‘ der Zwischenschicht unter T,. Streng ge- 
nommen liegt also in einem solchen Falle kein Temperatursprung vor, 
sondern nur ein Übergangsgebiet sehr geringer Dickenausdehnung 
und — falls die Wärmeleitfähigkeit der Zwischenschicht kleiner ist 
als die der angrenzenden Schichten — besonders großen Temperatur- 
gefälles. Solche sehr dünne Zwischenschichten treten vor allem an 
den Grenzschichten biologischer Systeme auf, z. B. in Form von Zell- 
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membranen. Die Ermittlung der Wärmeleitfähigkeit solcher Mem- 
branen, die für die Auswertung vorliegender Überlegungen letzten 
Endes nur dann völlig exakt wäre, wenn sie in vivo vorgenommen 
würde, ist naturgemäß- sehr schwierig und im einzelnen noch nicht 
experimentell verwirklicht worden. Doch kann in Anbetracht der 
sehr geringen Dicke dieser Membranen (1 # und darunter) auch ohne 
die Kenntnis des genauen Zahlenwertes ihrer Wärmeleitfähigkeit ab- 
geschätzt werden, daß die auftretenden Temperatur,,spriinge, selbst 
wenn die Steilheit des Temperaturgefälles in ihnen das 100fache der 
in den angrenzenden Phasen ausmachte, im Größenbereich von 
10-* bis 10-4 Grad bleiben. Mathematische Einzelheiten dieser Ab- 
schätzung werden in Teil B. II.4 besprochen. 

Die oben abgeleiteten mathematischen Gesetzmäßigkeiten seien 
an Hand einiger spezieller Zahlenwerte für das betrachtete System der 
Wasser-in-Öl-Emulsion weiter verdeutlicht, Nimmt man eine äußere 
Feldstärke von 4500 Volt/cm an — dieser Wert dürfte etwa die Größen- 
ordnung der Feldstärke in dem obengenannten Paraffinölkondensator 
treffen —, so ergibt sich unter Zugrundelegung der angegebenen Werte 
für die elektrische und Wärmeleitfähigkeit von Wasser und Öl für 
Teilchen von 1 mm und 2 mm Durchmesser eine Temperaturverteilung 
innerhalb und außerhalb des Trépfchens nach Abb. 1. Dies Beispiel 
zeigt anschaulich die in Gleichung (17) ausgesprochene starke Ab- 
hängigkeit der erzielbaren Übertemperatur von der Teilchengröße. 
Bei einer Temperaturmessung im praktischen Versuch lassen sich die 
Einzelwerte der Temperaturkurve von Abb. 1 selbstverständlich nicht 
ermitteln, vielmehr wird hier ein in die Suspensionsflüssigkeit (Öl) 
getauchtes Thermometer die mittlere Temperatur des Öls anzeigen, 
während die mittlere Übertemperatur der Wassertröpfchen sich der 
direkten Messung überhaupt entzieht. Rechnerisch lassen sich beide 
Mittelwerte durch entsprechende Mittelwertbildung aus den Kurven 
der Abb. 1 bzw. aus den sie darstellenden Gleichungen (12) und (13) 
leicht bilden. Für die mittlere Temperatur des Tröpfcheninnern er- 
gibt sich: 


k 
T., = + f T(r)4nr?dr. 
0 
Durch Einsetzen des Wertes für T(r) nach Gleichung (12) ergibt sich 
daraus: 


(19) 


Die mittlere Trépfchentemperatur liegt also um */, der Differenz 4 
Mittelpunkt gegen Oberfläche unter der Mittelpunktstemperatur des — 
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Trépfchens. Zur Berechnung der mittleren Temperatur des um- 
gebenden Mediums verfahren wir folgendermaßen. Für nicht zu 
große Volumenkonzentrationen des Wassers in Öl, d.h. für hinreichend 
großen Tröpfchenabstand, kann man mit ausreichender Näherung 
die Annahme machen, daß die Temperaturfelder in den die Tröpfchen 
näher umgebenden Zonen des Außenmediums sich gegenseitig nicht 
beeinflussen, da ja, wie Abb. 1 zeigt, die Gebiete höchster Temperatur 
im Außenmedium sich auf die unmittelbar das Trépfchen umgebenden 
Zonen beschränken. Unter dieser Annahme kann man folgende 
Rechnung durchführen. 

Der Wassergehalt des Öles (in Volumeneinheiten) sei p, in der 
Volumeneinheit seien also p Volumeneinheiten Wasser enthalten 
(p <1!). Bezeichnen wir mit n die Anzahl der Wassertropfen pro 
Volumeneinheit, so gilt also 


Das Ölvolumen pro Volumeneinheit ist gegeben durch 1—p. Wir 
wollen jetzt jedem Wassertropfen den n ten Teil dieses Ölvolumens 
zuordnen, also (1 —p)/n. Dieses Volumen stellen wir uns ebenfalls 
kuglig mit dem Tropfen als Mittelpunkt vor. Der Radius R, dieser 
Einflußsphäre jedes Wassertropfens ist dann gegeben durch 


1- 
— 
ee. Mittel der Temperatur beträgt in dieser Kugelschale, die ae 
Dicke aufweist, 


1=2aR- T(R)-(R,? — 
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das Volumen der Einflußsphäre. Im stationären Fall gilt = 
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Das Mittel der Temperatur im Außenraum ist also 


2 x 


T, =1,5- — 


P 


Man erkennt, daß der Quotient der Beziehung (22) mit abnehmendem p 


ebenfalls abnimmt, denn 4)" — 1 nimmt dann langsamer zu als 


1) . Es ergibt sich also in Ubereinstimmung mit der Anschauung, 


pP 
daß die Durchschnittstemperatur des Ölbades mit abnehmender Zahl 
der Wassertropfen sinkt. — 

Für das betrachtete System Wasser-in-Öl ergibt sich für eine 
Volumenkonzentration der Wassertrépfchen von 1%, (p = 0,01) 
= > sowie für die oben angenommene 
ibertenerarur Feldstärke von 4500 Volt/em eine 
Ya mittlere Übertemperatur der Tröpf- 

chen über das Suspensionsmittel 
EEE in Abhängigkeit von dem Tröpf- 
chendurchmesser nach Abb. 2. Die 
Torben Abbildung zeigt einmal die mittlere 
Tem Ubertemperatur der Tröpfchen 
Won Mon Wem nem über die mittlere Temperatur des 
Abb. 2. Größenabhängigkeit dr Suspensionsmittels, d.h. also die 


mittl Tröpfchen- u. 8 ions- 
ri Temperaturdifferenz der Tröpf- 


Emulsion. Feldstärke: 4500 Viem. ben gegen das Suspensionsmittel, 
Volumkonzentration 1°/, oder, wie man diese Differenz 
auch nennen könnte, die selektive 
Überhitzung der Trépfchen. Außerdem ist in der Abbildung die 
genannte mittlere Temperatur des Suspensionsmittels dargestellt. 
Die sich einstellende Trépfchentemperatur selbst ergibt sich als 
Summe der jeweiligen Temperaturwerte der beiden Kurven in Abb. 2. 
Diese Abbildung zeigt noch einmal die schon an Hand der Abb. 1 
veranschaulichte starke Abhängigkeit der erzielbaren selektiven 
Teilchenüberhitzung von der TeilchengréBe. Die Kurve Abb. 2 ist 
überhaupt grundsätzlich zur Diskussion der praktischen Möglich- _ 
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keiten des Prinzips der selektiven Teilchenüberhitzung geeignet. Dabei 
ist hervorzuheben, daß diese Kurve für ein System und für Bedin- 
gungen berechnet ist, die extrem günstig für das Zustandekommen 
einer möglichst hohen Teilchenüberhitzung sind. Einmal erfolgt die 
Energieaufnahme in der Wasser-in-Öl-Emulsion ausschließlich in den 
Trépfchen, ferner liegt auch die angenommene Feldstärke von 
4500 V/em an der oberen Grenze der überhaupt realisierbaren Feld- 
stärken, wie wir experimentell feststellen konnten. 


3. Praktische Durchführung des Versuchs der selektiven Siedezerspratzung 
in der Wasser-in-Öl- Emulsion 

Im induktiv angekoppelten sekundären Rösonanzkreis eines auf 
11m Wellenlänge arbeitenden starken Kurzwellensenders (Röhre 
RS 207 g) war in einem ölgefüllten Glasgefäß ein mit Mycalex-Isolation 
aus zwei planparallelen Platten aufgebauter Kondensator angeordnet. 
Senkrecht von oben zwischen die Platten ragte die Spitze einer Glas- 
pipette, an der durch entsprechende Einstellung eines Schlauch- 
klemmenverschlusses ein Wassertropfen gewünschter Größe hängend 
eingestellt werden konnte. Die Feldstärke zwischen den Platten 
wurde aus Spannung und Abstand ermittelt. Die Spannung wurde 
mittels einer mit Niederfrequenz geeichten kleinen Kugelfunken- 
strecke gemessen. Bei Tröpfchen im Größenbereich von 1...2 mm 
Durchmesser zeigte. sich, daß die Deformation der kugelförmigen 
Tröpfchen zu Ellipsoiden durch die statischen Feldkräfte recht be- 
trächtlich ist und bei 8...10kV/cm Feldstärke zur Tropfenzer- 
reißung führt. Im inhomogenen Feld (in der Nähe der Elektroden- 
plattenränder) tritt Zerreißung schon bei beträchtlich kleineren Elek- 
trodenspannungen ein. Das Phänomen der selektiven Siedezer- 
spratzung der Tropfen ließ sich nur bei in der Nähe der Zerreißfeld- 
stärke liegenden Spannungen erzielen und ferner nur dann, wenn die 
Leitfähigkeit des Wassers der Tropfen in der Nähe des Wertes opti- 
maler Energieaufnahme lag. Bekanntlich besteht für die Energie- 
aufnahme geschichteter Dielektrika im Ultrakurzwellenfeld eine 
Maximumbeziehung, die bei vorgegebener Wellenlänge und Strom- 
stärke bzw. Feldstärke eine bestimmte Leitfähigkeit maximaler 
Energieaufnahme, d.h. maximaler Erwärmung festlegt. Die hierfür 
geltenden Gesetzmäßigkeiten sind von J. Patzold**) und 
H. Schaefer *) im einzelnen abgeleitet worden. Diese Gesetz- 
mäßigkeiten erfahren für den vorliegenden Fall eines kugelförmigen 
Tropfens im homogenen Feld durch die Feldverzerrung in der Um- 
gebung des des Tropfens eine Modifikation, die unter Berücksichtigung 


*) 9.8: Schaefer, Zusammenfassende Darstellung, vgl. 1. — in »)! 


Apnalen der Physik. 5. Folge. 43. 


Bi chaefe hwan. Zur Frage der selektiven Erhitzung ı 118 
“2 
2 
23 
= 


Anmalen der Physik. 5. Folge. Band 43. 1943 


von Gleichung (7) leicht ermittelt werden kann. Es ergibt sich fir 
die Wärmeleistung q im Tropfen die- oo 


Setzt man in diesen für beliebige Ohmsche und kapazitive Leitwerte 
der inneren und äußeren Phase geltenden allgemeinen Ausdruck ent- 
sprechend dem vorliegend gegebenen Fall die Ohmsche Leitfähigkeit 


des Außenmediums Öl o, = 0, dann erhält man durch Differentiation 


und Nullsetzen als für q: 


oder nach Einsetzen der DK. PA e, = 80 und «, = 2 
= 42» (e. E). 
Das ergibt fiir die von uns benutzte Wellenlänge von 11m o,= 


1,28-10-* Q-1cm-!. Nur bei Leitfähigkeiten in der Nähe dieses 


Wertes gelingt es überhaupt, wie man sich durch Abschätzen auf 
Grund der oben abgeleiteten Beziehungen (Gleichungen 12, 18, 15) 
überzeugt, solche g-Werte, d. h. solche Wärmeleistungen im Tropfen 
zu erzielen, daß die 100°-Grenze erreicht wird. Das bestätigen unsere 
Versuche, die, wie bereits erwähnt, nur in einem engen: Bereich der Leit- 
werte in der Umgebung des optimalen Wertes überhaupt eine Erhitzung 
der Tropfen bis zur Siedetemperatur ergaben, wobei die Grenze, wie 
gesagt, nicht etwa durch unzureichende Senderleistung, sondern durch 
das Zerreißphänomen der Tropfen gesetzt wurde. Die selektive Siede- 
zerspratzung tritt, wenn überhaupt, ziemlich schnell nach dem Ein- 
schalten des Feldes — etwa nach 1/,—*/, Min. — ein {vgl. dazu auch 
8. 181 oben!). Bei der Einstellung der Leitfähigkeit des Wassers 
muß man dabei beachten, daß durch die Erwärmung des Tropfens 
bis zur Siedetemperatur eine sehr starke Leitfähigkeitszunahme 
(etwa 2°/, pro Grad) eintritt. 

Wir möchten in diesem Zusammenhange noch auf eine weitere 
Beobachtung bei unseren Versuchen hinweisen: Außer dem eben 
beschriebenen Versuch mit einzelnen in Feldmitte 
Tropfen haben wir auch durch Schütteln hergestellte Wasser-in-Öl- 
Emulsionen mit größeren Trépfchenkonzentrationen in unserem Kon- 
densator starken Feldern ausgesetzt und beobachtet. Dabei tritt bei 
Feldstärken von einigen 1000 Volt/em ein ununterbrochenes, mit 
lautem Kiiacken verbundenes, explosionsartiges Zerplatzen von 
Wassertröpfchen, namentlich in Elektrodennähe ein, gelegentlich aber 


% 


auch in Feldmitte. Man ist zunächst geneigt anzunehmen, daß hier — 
der Effekt der selektiven Siedezerspratzung vorliegt. Die nähere Be- — 


obachtung zeigt jedoch, daß diese explosionsartige Zerspratzung von 


: 
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einer Lichterscheinung eingeleitet wird, die nichts anderes als ein 
Hochspannungsdurchschlag des Ols ist, entweder von Tropfen zu 
Tropfen, oder vom Elektrodenblech zum Tropfen. 

Aus Abb. 2, die, wie soeben dargelegt, in guter Übereinstimmung 
mit der Beobachtung steht, entnehmen wir, daß für das System 
Wasser-in-Öl der Größenbereich der Trépfchen, die bei Anwendung 
größter Feldstärke (4500 Volt/cm) selektiv durch Siedezerspratzung 
verdampft werden können, im Bereich von 1 mm Tröpfchendurch- 
messer liegt. Für den Bereich des Mikroskopischen (1—100 yz) liegen 
die erzielbaren Überhitzungen weit unter 1%. Die gleiche Größen- 
ordnung der Überhitzung ergibt sich damit erst recht für mikro- 
skopische biologische Systeme (Bakterien, Blutkörperchen, Zellen) 
oder gar für kolloiddisperse Systeme, denn bei all diesen Systemen 
werden die erzielbaren selektiven Überhitzungen dadurch weiter sehr 
wesentlich verringert, daß stets auch das Einbettungsmedium eine mehr 
oder minder große elektrische Leitfähigkeit und damit eine eigene pri- 
märe Wärmeaufnahme zeigt, die sich der Wärmeaufnahme durch Lei- 
tung von den Tröpfchen her (die untere Kurve in Abb. 2) überlagert. 


I. Die räumliche und zeitliche Temperaturverteilung 
im nichtstationären Anlaufvorgang 


1. Mathematische Behandlung 

Die volle Klärung des Problems verlangt noch die quantitative 
Untersuchung des Temperaturverlaufs während des nichtstationären 
Anlaufvorganges unmittelbar nach dem Einschalten des Feldes. Die 
mathematische Behandlung dieses Problems gestaltet sich folgender- 
maßen: 

Während des nichtstationären Anheizvorganges wird die pro 
Volumenelement in der Zeiteinheit entwickelte Wärmemenge zum 
Teil dazu verwandt, die Temperatur zu erhöhen. Darüber hinaus 
fließt ein Teil der entwickelten Wärme radial nach außen ab. Die 
Wärmezufuhr hat also den Wärmeabfluß und die Temperaturerhöhung 
zu decken. Der Wärmeabfluß wird durch den Ausdruck div j dar- 
gestellt, die zur Temperaturerhöhung erforderliche Wärmeleistung 


durch den Wert og- a (o spezifische Wärme, e Dichte der jeweils 

betrachteten Substanz). Es gilt somit die Gleichung 
q=divj+oe 3 

Wegen j =—k- grad T folgt hieraus ähnlich = im ur Fall 
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worin a? = + die Temperaturleitfahigkeit der vorliegenden Substanz 
ist. Wegen der auch jetzt vorausgesetzten ae der 
Warmestrémung gilt 

(24) 
Das vorliegende Problem besteht nun darin, in- und außerhalb eines 
kugelförmig angenommenen Tropfens Integrale der Gleichung (4) 
zu finden, die bestimmten Zeit- und Randbedingungen zu genügen 
haben. Da zunächst außerhalb des Tropfens keine Wärmeentwick- 
lung angenommen werden soll, ist dort g=0 und es gilt für die 
Außentemperatur die ea Gleichung 
Es-sind also zwei Lösungen der beiden partiellen Differentialglei- 
chungen (24) und (25) herzustellen, deren erste innen und deren 
zweite im Außenraum gilt, und die im einzelnen die folgenden Be- 
dingungen erfüllen müssen: 

1. Zur Zeit t = 0 muß innen und außen die Temperatur überall 
den gleichen Wert besitzen. Dieser ist gleich dem T,-Wert fürr = © 

2. Zur Zeit t = oo muß sich der stationäre Zustand ergeben. Die 
Innen- und Außentemperatur muß dann den Gleichungen (12) und 
(18) entsprechen. 

8. An der Grenzfläche sind die Temperaturwerte T,(R) und T,(R) 
aneinander anzuschließen. Die Temperaturdifferenz wird hierbei 
durch die Gleichung (14) bestimmt: 4 


j = —k-grad T = 4(T, —T)), _,, 
(26) at 


4. In der Grenzfläche selbst wird keine Wärme 
d.h. es muß sein 


T.), 


js 


(27) aT, 


Wir betrachten die einfachere der beiden partiellen Differential- ; 
gleichungen, also die Gleichung (25). Durch die Substitution T = - 2 


geht diese poh in 


& 
2 
» 
+ 
> 
aufgenommen, 
= f= 
er Die Bedingungen lauten jetzt: 


1. Für ¢=0 gilt u=—r-T(0), worin T(0) die Temperatur für 
t=0 ist. 


2. t= oo bedingt u = A, denn im stationären Zustand gilt 


RS 

Außerdem müssen die Randbedingungen (8) und (4) erfüllt werden. 
Das allgemeine Integral der Gleichung (28) lautet: 

+ co 

(29) [oe 4a*t a. 
Darin ist g(a) eine willkürliche Funktion®). Sie wird bestimmt 
durch den Anfangszustand, denn es läßt sich zeigen, daß für t = 0 
u(r) = g(r) gilt. Da das Integral (29) durch den Anfangszustand 
bestimmt wird, erlaubt es nicht die für die Zeit t = oo geforderte 
Temperaturverteilung in die Lösung einzuarbeiten. Das allgemeine 
Integral (29) vermag daher den gestellten Bedingungen nicht zu 
genügen, d.h. es ist auf dem beschrittenen Wege nicht möglich, eine 
analytische Lösung des Problems zu finden. 

Auf Grund dieses Tatbestandes haben wir nach anderen Möglich- 
keiten gesucht, die Verhältnisse während des Anheizvorganges zu 
klären. Es kommen hierfür ganz allgemein noch zwei Wege in Betracht: 

1. Numerisch-graphische Näherungsverfahren, die auf die Diffe- 
rentialgleichungen (24) und (25) angewandt werden. Hier ist vor 
allem das Verfahren der Differenzenrechnung zu erwähnen !%). Über 
seine Anwendung auf die vorliegende Problemstellung soll an anderer 
Stelle Mitteilung gemacht werden. 

2. Experimentelle Methoden. Nun ist aber das Experiment in- 
sofern beschränkt, als es nur Aussagen über das Verhalten bei den 
jeweils vorliegenden Verhältnissen liefert. Es hat also für uns nur 
dann Wert, wenn wir den Gleichungen des nichtstationären Falles 
entnehmen können, wie sich eine für spezielle Konstanten voraus- 
gesetzte Lösung ändert, wenn andere Konstanten eingeführt werden. 
Es ist also erforderlich, zu untersuchen, wie die Temperaturverteilung 
von den Konstanten der Differentialgleichungen (24) und (25) ab- 
hängig ist. 

Es sei eine Funktion T; = T,(r, t) gegeben, die der Differential- 
gleichung (24) genügt und es sei weiter T, = T,(r, ¢) eine Funktion, 
die eine Lésung der Gleichung (25) darstellt. AuBerdem sollen die 
Funktionen T, und T, den Bedingungen 1—4 genügen, d.h. sie sollen 
die Temperaturverteilung, die für die Konstanten q, k, a* und R gilt, 
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angeben. Für den Fall, daß die Konstanten geändert werden, gilt: 
Das Problem der Temperaturverteilung ist eindeutig, d.h. es gibt 
nur einen Temperaturverlauf, der bei vorgegebenen Konstanten den 
beiden Differentialgleichungen (24) und (25)’und den Bedingungen 
1—4 genügt. Gelingt es also, einen Temperaturverlauf anzugeben, der 
den Gleichungen (24) und (25) und den vier Rand- und Zeitbedin- 
gungen genügt, so ist dies der einzig mögliche. Demgemäß werden 
wir so verfahren, daß wir bei veränderten Konstanten Abänderungen 
der Funktionen T7,(r,#) und T,(r,#) ansetzen, die durch eine der 
Differentialgleichungen oder Randbedingungen nahegelegt werden. 
Lassen sich diese Korrekturen mit den übrigen Forderungen in Ein- 
klang bringen, so haben wir den neuen Temperaturverlauf ermittelt. 
Im einzelnen ergibt sich so das Folgende. 

a) Wird die Wärmeleistung q verändert und durch den neuen 
Wert q’ = mq ersetzt, so bleibt die Differentialgleichung (24) weiter- 
hin erfüllt, wenn T. durch T,’ = mT, ersetzt wird. Dann ändert sich 
aber auch der Temperaturgradient (), „„ um den Faktor m. 
Dies wiederum bedingt gemäß Gleichung (26) (Bedingung 3!), daß 
der Temperatursprung an der Grenzfläche (T,—T,),.z mit m 
multipliziert wird. Dies ist erfüllt, wenn außer T, auch T, durch das 
m fache ersetzt wird. Die Differentialgleichung (25) erlaubt dies, denn 
mit T, genügt ihr auch jede andere Funktion T,’=mT,. Den Be- 
dingungen 1 und 2 wird ebenfalls genügt, denn wenn T, und T, zur 
Zeit = 0 verschwinden und für t = 00 die Gleichungen (12) und (18) 
erfüllen, so gilt dies auch für mT, und mT,, wenn nur q durch mq 
ersetzt wird. Ebenso gilt weiterhin die Gleichung (27) (Bedingung 4!), 
denn es folgt aus ihr durch Multiplikation mit m die für die Wärme- 


leistung mq gültige Gleichung 


Om T, OmT, 


In Übereinstimmung mit den beiden Differentialgleichungen und den 
Randbedingungen 1—4 gilt also: Die Temperaturfunktionen sind 
einfach proportional der Wärmeleistung q, also 

(36) q—>mq bedingt T,, T;-> mT,, mT,. i 
Die Abb. 8 zeigt dies anschaulich. In ihr sind zwei Temperaturver- — 
teilungen dargestellt, die zu einem beliebigen Zeitpunkt für ein Ver- 
hältnis der Wärmeleistungen q von 1:1,5 gelten. 

Im folgenden sei vorausgesetzt, daß die Wärmeübergangszahl 7 


unendlich groß ist, daß also kein Temperatursprung an der Grens- 
_ fläche vorliegt. Dies entspricht der Tatsache, daß an den Grenzflächen — 
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fester Körper gegen feste Körper und fester Körper gegen Flüssig- 
keiten bei Wärmeströmung kein Temperatursprung vorliegt, solange 
jede Konvektion in der Flüssigkeit vermieden wird. An Stelle d der 
Gleichung (26) werden wir also TER te 

(26a) T,(R) = T,(R) 

fordern. 

b) Der Radius der beheizten Kugel werde im Verhältnis 1: m 
vergrößert angenommen. Um die dann vorliegenden Verhältnisse 
leichter erfassen zu können, be- 
dienen wir uns eines Kunstgriffes: f 
Wir unterwerfen die unabhängige 
Variabler ebenfalls einer Strek- 
kung 1:m, d.h. wir lassen den 
neuen Zustand aus dem alten her- 
vorgehen, indem wir den ganzen 
Raum im Verhältnis 1 : m dehnen. 
Wir messen also einfach mit einem 41,5 


neuen Längenmaßstab, wobei der sur zwei verschiedene Wärmeleistungen 
Kugelradius die alte Maßzahl 


behält. Die übrigen Konstanten q, k und a? sollen dabei nicht trans- 
formiert werden. Ersetzen wir alsor durch mr und R durch mR, 
so bleibt die Differentialgleichung (24) richtig, wenn T, mit m* multi- 
pliziert wird und das Zeitmaß im Verhältnis 1: m? gestreckt wird, 
also ¢ in m*¢ (nicht in mt!) übergeht. Dies steht in Übereinstimmung 
mit der Gleichung (12) des stationären Falles, denn aus dieser folgt 
(15) und der Beziehung T,(R)= T 


Mit T,(R) muß auch T,(R) um den Faktor m* korrigiert werden. 
Die Differentialgleichung (25) gestattet die Multiplikation von T, 
mit m? zu allen Zeitpunkten. Auch aus ihr folgt, daß eine Dehnung, 
die r in mr überführt, eine solche, die ¢ durch m*t ersetzt, bedingt. 
Aus der Gleiehung (18) folgt in Übereinstimmung mit der abgeleiteten 
T,—> 


Der Bedingung 4 bzw. der Gleichung (27) wird genügt, seats a die 
beiden Seiten der Gleichung (27) multiplizieren sich mit demselben 
Wert. Zusammenfassend gilt also: Wird der Kugelradius um den- 


4 
4 chaefer u. Schwan. Zur Frage der selektiven Erhitzung us 19 
. 
1 
7 
1 
r 
> — | — 
6 6 ku 
1g ‚ (mR? (1 2 
=-(mr)® 
k; ke 
1 
1 


Foe; 


Faktor m geändert, so ändern sich die Temperaturwerte T, und, 

um den Faktor m*. Dabei muß beachtet werden, daß die Temperatur- 

werte nicht mehr an den alten Stellen sondern in der mfachen Ent- 

fernung vom Kugelmittelpunkt zu messen sind. En ee 
R —> mR bedingt T,T, —> wT,mT,, 

wobei r — mr, ti —> mit. 


werden sich die Ableitungen 


ändern. Der Temperaturanstieg erfolgt daher in unveränderter 
Schnelligkeit. Auch hier ist auf die veränderten Maßstäbe zu achtan: 
- Der Temperaturanstieg muß in 
der mfachen Entfernung vom 
Kugelmittelpunkt mit einem m* 

fach vergrößerten ZeitmaB ge- 
messen werden. Im neuen Zeitmaß 
wird also der stationäre Zustand 
nach derselben Zeit erreicht. 
Bleibt man beim alten Zeitmaß, 
so erfordert die Erreichung des 
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Abb. 4. Räumliche Temperatu 


für zwei verschiedene Teilchengrößen stationären Zustandes demgemäß 


die m*fache Zeitspanne. Auch 
die Ergebnisse dieses Abschnittes seien in einer Abbildung anschaulich 
dargestellt (Abb. 4). Es ist hierin die im stationären Zustand vor- 
liegende Temperaturverteilung für ein Verhältnis der Radien von 1:1,5 
dargestellt worden. Die größere Kugel hat sich hier also in der 2,25- 
fachen Zeit wie die kleinere Kugel auf die dargestellte Temperatur- 
verteilung eingespielt. 

Untersucht man die Abhängigkeit des Temperaturverlaufes von 
den restlichen Konstanten des Problems, so muß man feststellen, daß 
sich nicht so einfache Gesetzmäßigkeiten wie in den bisher behandelten 
Fällen ergeben. Alle durch die Differentialgleichungen nahegelegten 
Ansätze führen schließlich zum Widerspruch mit einer der gestellten 
Bedingungen. Es läßt sich daher sagen, daß der. Zusammenhang der 
Lösung des Problems mit den Konstanten k und a* ein sehr kompli- 
zierter ist. Die Faktoren, mit denen die Temperaturverteilung zu 
multiplizieren ist, wenn eine der genannten Konstanten geändert wird, 
sind mit Sicherheit raum- und zeitabhängig. Ihre Bestimmung erscheint 
so schwierig, wie die analytische Behandlung des Problems selbst. 

Das Gesagte betrifft die Abhängigkeit der Temperaturverteilung 
von einer Konstanten allein. Indessen gibt es noch einige Transfor- 
mationen, die durch Dimensionsbetrachtungen leicht. zu überblicken 
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sind und die die Variation von mehreren Konstanten gleichzeitig 
betreffen. Grundsätzlich gilt für alle diese Transformationen das 
Folgende. Zu vorgegebenen Konstanten q, k, a? und R ergibt sich 
eine bestimmte Temperaturverteilung T(rt). Sie ist eindeutig be- 
stimmt durch die MaBzahlen der Konstanten. Dabei müssen natür- 
lich die Maßzahlen dieser Konstanten durch Anwendung der gleichen 
MaBeinheiten, wie sie für T, r und ¢ verwandt werden, gewonnen sein. 
Wird nun eine dieser Einheiten geändert, z. B. von Zentimeter auf 
Millimeter übergegangen, so muß sich numerisch die gleiche Lösung 
ergeben, wenn die Konstanten gleichzeitig so geändert werden, daß 
sie beim Übergang auf die neue Einheit die alten Maßzahlen erhalten. 
Denn in diesem Falle lauten die numerischen Gleichungen des Pro- 
blems genau so wie vor der Änderung der Einheit. Sie müssen daher 
die numerisch gleiche Lösung wie vorher in bezug auf die neue Ein- 
heit ergeben. Es treten nun insgesamt vier voneinander unabhängige 
Dimensionen auf. Es sind dies: 
1. Längeneinheit (cm), 
2. Zeiteinheit (sec), 
Ta 3. Temperatureinheit (Grad C), 
= 4. Einheit der Wärmemenge (cal). 

Die Dimensionen der verschiedenen Konstanten drüben sich dann 
wie folgt aus: 

{q] = cal sec-! cm? 

[k] = cal see-! Grad-! 

[a*] = [k/o 0] = em? 


Entsprechend der Zahl der vorhandenen Grunddimensionen sind vier 
Transformationen möglich. Sie seien im folgenden durchgeführt. 
c) Die Längeneinheit werde im Verhältnis 1: m verändert. Dann 
muß q im Verhältnis 1:1/m® verkleinert werden, wenn q dieselbe 
Maßzahl erhalten soll. k muß im Verhältnis 1:1/m und a? im Ver- 
hältnis 1:m* abgeändert werden. Die Änderungen von k und a? 
müssen dabei natürlich sowohl in der beheizten Kugel als auch außer- 
halb derselben vorgenommen werden. Temperatur und Zeit sind 
nicht längenabhängig, sie erfahren daher keine Änderung. Der Kugel- 
radius R dagegen geht in mR über. Es gilt daher zusammenfassend: 
Wird R durch mR ersetzt, so ergibt sich dieselbe Temperatur zur 
selben Zeit in mfacher Entfernung vom Mittelpunkt der Kugel, 
wenn q in q/m®, k, , in k, ,/m und a}, in m’a,’, übergeführt wird. 
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Man überzeugt sich leicht, daß diese Transformation den Differential- 
gleichungen (24) und (25), sowie den vier aufgestellten Rand- und 
Zeitbedingungen genügt: Beide Seiten der Differentialgleichung (24) 
multiplizieren sich mit 1/m*, die Gleichung bleibt also richtig. Das 
gleiche gilt für die Differentialgleichung (25). Ebenso bleibt die 
Gleichung (26a) weiter bestehen, da T,und T, für r = R unverändert 
sind, wenn R in mR übergeht. Die Gleichung (27) wird auf beiden 
Seiten mit 1/m? multipliziert, sie bleibt also ebenfalls gültig. An den 
Gleichungen des stationären Falles (12) und (13) ändert sich nichts, 
da alle m-Werte sich wegkürzen lassen. 

d) Wir ersetzen die Zeiteinheit durch den mfachen Wert. Dann 
muß gemäß den angegebenen Dimensionen q in q/m, k in k/m und 
a* in a?/m übergehen. R und T bleiben unverändert: Werden die 
spezifische Wärmeleistung q, die Wärmeleitfähigkeiten k, und k, und 
die Temperaturleitfähigkeiten a,? und a,? mit dem gleichen Wert 1/m 
multipliziert, so wird die gleiche Temperaturverteilung sich zu einer 
mfach späteren Zeit einstellen: 

ka — und al, — 


(33) m 
"bedingt T(r,t) = T(r,mü). 


Man überzeugt sich auch hier leicht, daß die Gleichungen (12), (18) 
und (24) bis (27) gültig bleiben. 

e) Es werde jetzt die Temperatureinheii um das mfache ver- 
größert. Dabei müssen g und a? unverändert bleiben; k wird durch 
k/m ersetzt: Werden die Wärmeleitfähigkeiten k, und k, allein mfach 
verkleinert, so wächst T(r, #) auf den mfachen Wert an. 


(34) k,, —> bedingt T(r,t) > mT¢,0). 


Auch dieses Ergebnis läßt sich ebenso unmittelbar aus den Glei- 
chungen des Problems ableiten. 

f) Wir transformieren die Einheit der Wärmemenge um das 
mfache. Dann tun dies auch q und k: Werden q und k,, durch die 
mfachen Werte ersetzt, so bleibt die Temperaturverteilung bestehen. 


(35) 


q—> mq und k,— mi, 
bedingt T(r, unverändert. 


Natiirlich kann auch dies Ergebnis aus den Gleichungen des Problems. 
"leicht abgeleitet werden. 

Fassen wir die Ergebnisse der Abschnitte a—f zusammen, so 
läßt sich sagen, daß für beliebige g- und R-Werte. die Temperatur- 
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verteilung gewonnen werden kann, wenn diese nur für einen Fall 


"bekannt ist. Weiterhin läßt sie sich für alle Änderungen der Wärme- 


leitfähigkeit und Temperaturleitfähigkeit bestimmen, wenn die 
Änderung dieser Größen in den beiden Phasen um den gleichen Faktor 
erfolgt. Unter Umständen ist es hierbei erforderlich, mehrere ver- 
schiedene Transformationen nacheinander vorzunehmen. Es ist also 
möglich, aus einem Experiment eine sehr umfassende Mannigfaltigkeit 
von anderen Temperaturverläufen zu erschließen. Aus diesem Grunde 
haben wir uns entschlossen, für einen Fall die Temperaturverteilung 
experimentell zu bestimmen. 


2. Experimentelle Untersuchung of 
der nichtstationären Temperaturverteilung am Modellsystem 


Im Bereich des Mikroskopischen sowohl wie auch noch in dem 
der Teilchengrößen der Wasser-in-Öl-Emulsion ist eine direkte experi- 
mentelle Ermittlung der räumlichen und zeitlichen Temperaturver- 
teilung in der Umgebung eines Trépfchens nicht möglich, da sowohl 
die räumliche Kleinheit wie auch die zeitliche Schnelligkeit unüber- 
windliche meßtechnische Schwierigkeiten bereitet. Wir haben deshalb 
eine makroskopische Modellanordnung zum experimentellen Studium 
der Vorgänge aufgebaut. In dieser wurde das Trépfchen durch eine 
massive Messingkugel von 8 cm Durchmesser ersetzt, die im Innern ein 
elektrisches Heizelement trug. Dieser Ersatz des in natura homogen in 
jedem Volumenelement durch das elektrische Feld erwärmten Tropfens 
durch eine praktisch unendlich gut wärmeleitende, punktförmig ven 
der Mitte aus beheizte Metallkugel ist statthaft, solange man sich nur 
für die Temperaturverhältnisse außerhalb des Tröpfchens interessiert. 
Es ist dann die gesamte im Tröpfchen in der Zeiteinheit entwickelte 
Wärmemenge der durch das Heizelement in der Kugelmitte ent- 
falteten Würmeleistung gleichzusetzen. Beide strömen im stationären 
Zustand restlos durch die Trépfchen- bzw. Kugeloberfläche in das 
Außenmedium, bzw. teilen sich im Anlaufvorgang in zwei Teilbeträge 
auf, deren einer zur Tröpfchen- bzw. Kugelaufheizung dient, während 
der andere in das umgebende Medium abfließt. Durch die beträcht- 
liche räumliche Vergrößerung des Modellsystems wird einmal die 
Anwendung handlich großer Temperaturmeßgeräte (Thermoelemente) 
ermöglicht und ferner der Temperaturanstieg so verlangsamt, daß 
die Trägheit der Wärmeübertragung auf die Thermoelemente nicht 
mehr störend in Erscheinung tritt. Die Modellsubstanz für das Außen- 
medium darf keinerlei Konvektion aufweisen, da dadurch das zu er- 
mittelnde räumliche Temperaturfeld, dessen rein durch Wärmeleitung 


i 
“a 
4 * 
; 
i 
a 
; 
- 
N 


Band 43. 93 


entstehende Konfiguration interessiert, völlig entstellt würde*). Wir 
haben deshalb als geeignete Modellsubstanz für das Außenmedium 
ein Wasser-Sandgemisch gewählt. Die Einzelheiten der verwandten 
Apparatur gehen aus den Abb. 5, 6 und 7 hervor. Abb. 6 zeigt die 


LL 


Abb. 6. Messingkugel 
mit elektrischer Heizung 

das Trépfchen darstellende Messingkugel von 8 cm Durchmesser. Sie 
besitzt im Innern em besonders gedrungen gebautes, allseits in innigem 
Warmekontakt mit der Metallmasse der Kugel stehendes Heizelement 
aus Widerstandsdraht. Die Kugel wurde nach Abb. 5 in die Mitte 


*, An sich besteht der Einwand zu Recht, daß ja in der Wasser-in-Öl- 
Emulsion auch in natura solche Konvektionseinflüsse einwirken. Für den Be- 
reich des Mikroskopischen aber oder gar des Kolloiddispersen, für den an Hand 
der experimentellen Befunde die Abschätzung der möglichen selektiven Effekte 
in erster Linie vorgenommen werden soll, wird der Einwand hinfällig, da hier, 
wie weiter unten im einzelnen gezeigt wird, die Größenordnung der Zeiten, 
in denen der nichtstationäre Anlaufvorgang durchlaufen wird, weit unterhalb 
einer Sekunde liegt, hier also eine Beeinflussung der sich einstellenden Tem- 
peratur durch Konvektion während des Anlaufvorganges nicht. möglich ist. 
Außerdem wirkt der Konvektionseinfluß stets zusätzlich temperaturausgleichend, 
so daß also durch ihn niemals eine Erhöhung des selektiven 
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eines 50cm hohen, 42cm Durchmesser aufweisenden, zylindrischen, 
sandgefillten Aluminiumkessels eingebracht. Von der Kugel aus 
nach auBen hin waren im Sand genau in der Aquatorebene der Kugel 
in genau ausgemessenen Abständen 10 Thermoelemente angeordnet, 
die mittels der in Abb. 7 
dargestellten Umschaltung 

in einem bestimmten zeit- 

lichen Zyklus auf ein emp- Umschalter 
findliches Zeigergalvanome- 
ter (1 Skalenteil = 
10-8 A) geschaltet werden 
konnten. Die Ausschläge 
dieses Instrumentes waren 
in Verbindung mit den zur 
Messung benutzten Thermo- 
elementen in Celsiusgrad ge- 
eicht worden. Die Thermo- 
elemente (Abb. 7) bestanden 
aus in dünnes Glasrohr ein- 
geschmolzenen Kupfer-Kon- 
stantandrähten. Die Löt- 
stelle ragte etwas aus der 
gequetschten Spitze der 

Glasrohre heraus und war y Y Y Y 


in ein kleines Kupferklétz- 7*7* 4 % 7 @ g 2 
chen von7 X5X1mm Größe Abb. 7. Sonden mit je einem Thermoelement 


eingelötet, um Zerstörung 

der Lötstelle beim Einfüllen des Sandes zu verhindern und einen 
gleichmäßig guten Wärmekontakt der Lötstelle mit der Umgebung 
zu gewährleisten. Die Thermoelemente waren nicht genau auf einem 
Radius von der Mitte aus angeordnet, sondern auf einem leicht ge- 
schwungenen Bogen, um Störungen in der radialen Ausbildung des 
Temperaturgefälles klein zu halten. 

Die Ausführung der Messung gestaltete sich folgendermaßen: 
Mehrere Stunden vor Beginn der Messung wurde der Sand eingefüllt 
und die Heizleistung in der Kugel genau einreguliert und wieder aus- 
geschaltet. Alle Messungen wurden einheitlich bei einer Heizleistung 
in der Kugel von 100 Watt ausgeführt, das ergibt einen g-Wert von 
0,37 Watt/em*. Unmittelbar vor Beginn der Messung wurden die 
Ausgangstemperaturen der einzelnen Thermoelemente gemessen, 
anschließend sogleich die Heizleistung in der Kugel eingeschaltet und 
gleichzeitig eine Stoppuhr entarretiert.. Nunmehr wurde zunächst 
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alle 15 Sekunden, später in größeren Zeitabständen in regelmäßigem 
Zyklus je eines der Thermoelemente eingeschaltet und der Temperatur- 
wert abgelesen. Aus diesen Ablesungen wurde durch Differenzbildung 
gegen den Ausgangswert direkt die Temperaturanstiegskurve der 

einzelnen Meßstellen ermittelt. Abb. 8 zeigt diesen zeitlichen Tem- 
Riese peraturanstieg an den einzelnen 
Ber: R=Teilchenradius | | MeBstellen, deren Abstand von 
vom Joes der Kugelmitte in Vielfachen des 
Kugelradius R angegeben ist. Die 
A Kurven zeigen, daß selbst nach 
A J 100 Min. der stationäre Endwert 
7 noch nicht vollständig erreicht 
ist. Es wurde zur Ermittlung 
dieses Endwertes die Versuchs- 
dauer auf mehrere Stunden aus- 
gedehnt. Ein ungestörtes Ein- 
spielen dieses.Endwertes war zwar 
auch dann nicht erzielbar, da 
sich bei sehr langer Versuchsdauer 
das endliche Volumen des Sand- 
troges bemerkbar machte. Die 
Temperatur in den äußersten 
Randgebieten erhebt sich nämlich 


8 schließlich merklich über den Aus- 


während des nichtstationären gangswert und damit tritt eine 
Anlaufvorganges. Störung im Wärmeabfluß nach 
Psrameter: Abstand von Teilchenmitte außen ein, da die Trogwandung 
(Aluminiumblech) an Luft einen 

von der Wärmeleitfähigkeit des homogenen feuchten Sandes 
‘verschiedenen Wärmeübergangskoeffizienten aufweist. Trotzdem 
läßt sich aus der Beobachtungsreihe der asymptotische Endwert 
der Kugeltemperatur für den Gleichgewichtszustand zu etwa 55° 
abschätzen. Die Kurvenschar (Abb. 8) läßt das für die 
Problemstellung der selektiven Teilchenüberhitzung eigentlich Cha- 
rakteristische, nämlich die relative Temperaturerhöhung des 
Teilchens gegenüber der Umgebung, nicht direkt erkennen. Wir 
übertragen sie deshalb in ein anderes Koordinatensystem, indem 
wir nicht die Temperaturen selbst, sondern das Verhältnis der 
Kugeltemperatur zu der der Umgebung gegen die Zeit als Abszisse 
auftragen. Dieses Verhältnis sei als relative Auszeichnung der 
Kugeltemperatur bezeichnet. Diese relative Auszeichnung der 
Teilchentemperatur ist abhängig von dem gewählten Bezugspunkt — 
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Schaefer u. Schwan. Zur Frage der 
im Außenraum, und zwar vom Abstand dieses Bezugspunktes vom 
Teilchen. Es ergibt sich deshalb eine Kurvenschar mit diesem Ab- 
stand als Parameter. Diese so gewonnene Kurvenschar stellt Abb. 9 
dar. Jede der Einzelkurven der Abb. 9 strebt einem anderen asym- 
. ptotischen Grenzwert zu, und zwar ist dieser Grenzwert gegeben durch 
das im stationären Endzustand 
des eingespielten Temperatur- 
gleichgewichtes gegebene Tem- 
peraturverhältnis. Die Kurven- 
schar (Abb. 9) stellt damit also 
die in jedem Zeitmoment tat- 
sächlich gegebene relative Tem- 
peraturauszeichnung dar. Sie 
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Abb. 9 Abb. 10 


ist im Anfang — unmittelbar nach dem Einschalten — sehr groß und 
fällt dann zunächst schnell, dann langsamer ab, in dem Maße wie 
die aus der Kugel (dem Trépfchen) abfließende Wärme sich dem 
Außenmedium mitteilt, um dann asymptotisch den durch den statio- 
nären Grenzwert gegebenen Betrag anzunehmen. Es ist nun von 
besonderem Interesse, diesen tatsächlich gegebenen zeitlichen Verlauf 
der relativen Temperaturauszeichnung durch diesen ebengenannten 
Grenzwert zu dividieren. Man erhält dann die während des 
nichtstationären Anlaufvorganges gegebene Überhöhung ‘der rela- 
tiven Auszeichnung allein. Diese Umrechnung der Kurvenschar 
(Abb. 9) ist in Abb. 10 ausgeführt. Hier streben alle Kurven 
jetzt dem gleichen Grenzwert zu, der natürlich gleich 1 sein muß, 
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so daß die Ordinatenwerte direkt die genannte Überhöhung des — 
selektiven Überhitzungseffektes gegenüber dem stationären Zustand 
angeben. 2 

Die Abb.9 und 10 zeigen, daß die nichtstationär erzielbaren 
Überhöhungen des selektiven Eifektes an sich recht beträchtlich 
sind, theoretisch werden sie für hinreichend kurze Zeiten nach 
dem Einschalten beliebig groß. Für praktische Schlußfolgerungen 
daraus muß aber wohl beachtet werden, daß die Ordinatenwerte der 
Abb. 9 lediglich die „relative Auszeichnung“, d.h. das Verhältnis 
zweier Temperaturen wiedergibt. Bei der praktischen Anwendung 
wird aber stets außerdem in erster Linie die absolute Höhe der Teil- 
chentemperatur selbst von Wichtigkeit sein. Diese gilt es auf einen 
bestimmten Zahlenwert zu bringen. Wenn das aber in den kurzen 
Zeiten, in denen die Überhöhung des selektiven Effektes besonders 
groß ist, geschehen soll, so erfordert das die Anwendung entsprechend 
vergrößerter Feldstärken, der aber, z. B. im Falle der betrachteten 
Wasser-in-Öl-Emulsion, das Zerreißphänomen der Tropfen, bzw. der 
Hochspannungsdurchschlag im Außenmedium entgegensteht. Einzel- 
heiten darüber werden bei der Anwendung der Ergebnisse auf mikro- 
skopische Teilchengrößen noch besprochen werden. 

. Wenn die Aufgabe besteht, den Zustand der selektiven Teilchen- 
überhitzung bei solchen Beträgen der relativen Temperaturauszeich- 
nung, wie sie nur für kleine Zeiten nach dem Einschalten erreichbar 
sind, für längere Zeit aufrechtzuerhalten, so kann die Methode einer 
rhythmisch intermittierenden Feldeinwirkung angewandt werden, wo- 
bei Einschaltdauer und Strompause getrennt passend bemessen 
werden müssen, erstere so, daß gerade der noch zulässige Wert der 
relativen Auszeichnung nicht unterschritten wird, letztere so, daß ein 
(nahezu) völliger Temperaturausgleich zwischen Teilchen und Sus- 
pensionsmittel vor sich gehen kann. “a 

Eine einfache Kontrolle, ob in der beschriebenen Versuchs- — 
anordnung die Ausbildung der räumlichen und zeitlichen Temperatur- 
verteilung hinreichend genau mit den abgeleiteten mathematischen 
Beziehungen übereinstimmt, läßt sich durchführen, indem man aus 
dem stationären Endwert der Kugeltemperatur auf Grund der 
Gleichung (18) die Wärmeleitfähigkeit des Sandes ermittelt und die 
Übereinstimmung dieses Wertes mit den in der Literatur mitgeteilten, 
auf anderem Wege gewonnenen, prüft. Man findet so, wenn man die 


ebengenannte Endtemperatur von 55° einsetzt, für die Leitfähigkeit 


des Sandes k, = 0,086 ae = 8,0 ie =. Nach Messungen von 


O. Krischer !7) hängt die Wärmeleitfähigkeit von feuchtem Sand — 
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stark vom Wassergehalt ab und beträgt für ein in unserem Falle vor- 


liegendes Raumgewicht des trockenen Sandes von 1640 g/l etwa 


2,1 en. Wie die Untersuchungen von O. Krischer!®) weiter 


zeigen, ie die Temperaturabhängigkeit der Wärmeleitfähigkeit von 
feuchtem Sand sehr stark vom Luftgehalt abhängig und wird für den 
Luftgehalt Null sehr klein. Das von uns benutzt Wasser-Sandgemisch 
wies einen verschwindend kleinen Luftgehalt auf, wie der Vergleich 
der Trocken- und Naßgewichte mit den von O. Krischer (a. a. O.) 
angegebenen Werten beweist. Der etwas größere Unterschied der 
experimentell aus unseren Messungen sich ergebenden Wärmeleit- 
fähigkeit mit dem von O. Krischer erhaltenen Wert dürfte auf die 
ungenügende Genauigkeit der Extrapolation der Endtemperatur 
von 55° zurückzuführen, sein. 


3. Anwendung auf die Wasser-in-Öl- Emulsion 


Die in den Abb. 8, 9 und 10 in ihrem Ergebnis niedergelegte 
Messung am beschriebenen Modellsystem setzt uns in den Stand, mit 
Hilfe der oben abgeleiteten Transformationen die für die Wasser- 
in-Öl-Emulsion theoretisch berechneten, in den Abb.1 und 2 dar- 
gestellten Ergebnisse nachzuprüfen. Dieser Übergang vom Modell- 
system auf die Wasser-in-Öl-Emulsion gestaltet sich im einzelnen 
folgendermaßen. Die die beiden Systeme kennzeichnenden zu trans- 
formierenden Konstanten sind folgende: 


Modellsystem: Messingkugel in Sand: 


Ww 
R,=4cm, q,=087 a,7=0,0134 


Ww 
k,, = 0,036 m 


Realsystem: Wasser-in-Öl-Emulsion: 


Ww: 
R,=0,lcm, q,=30— a,?=0,0033 ka, = 0,0012 


[Der Wert für q, ergibt sich aus der angenommenen Feldstärke von 
4500 V/em auf Grund der Gleichungen (6) und (7)]. 

Der Übergang vom Modellsystem zum Realsystem mußin mehreren 
Schritten vollzogen werden. Zunächst wird das Modellsystem in ein 
fiktives Zwischensystem I verwandelt, das die gleiche Temperatur- 
leitfähigkeit a,? wie das Realsystem aufweist. Das geschieht durch 
eine Transformation nach Art der in Falld (Abschnitt B. II. 1) ab- 
geleiteten, durch Multiplikation der betreffenden Konstanten mit 
dem Faktor m, = 0,25. Das Zwischensystem I ist also wie folgt 
gekennzeichnet: 
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Zwischensystem I: 


R,=4em, m,q, = 0,092, 


Ma: ke, = 0,009 
4 
Dieser Ubergang bedingt, wie oben gezeigt, daB die RER und | 


zeitliche Temperaturverteilung T, (r, übergeht in T, ). Ein 


solches Zwischensystem würde also gegenüber dem Modellsystem 
einen 1/m,mal, d. h. viermal langsameren Temperaturanstieg zeigen. 
Nach Art dieses ersten Überganges vollziehen sich die weiteren, die 
nunmehr nur noch kurz durch Angabe der Faktoren und Konstanten 
gekennzeichnet seien: 


Zwischensystem II (Faktor m, = 0,18): 
R,=4em, =0,092,, = 0,0033 


My: Ma: ka, = 0,0012 
-t) geht über in T, (r, 
Zwischensystem III sate m, = 326): 


’ Mm, a,? 


= 4em, m,m,q, = 30 
My Ma ke, = 0,0012 
m, 
Wasser-in-Öl-Emulsion Mm; =0 095): 
= 30 a? 


ka, = 0,0012 


2 
T, geht über in T, (mer, 


Die letztgenannte Ubergangsbeziehung setzt uns in den Stand, aus 
den Kurvenscharen 8, 9 und 10 die Temperatur jedes beliebigen Zeit- 
und Raumpunktes des Realsystems zu ermitteln, so z. B. die Trépfchen- 
temperatur im stationären Zustand. Der Versuch am Modelisystem 
hatte T, (t= 00) = 55° ergeben. Daraus erhält man durch Multipli- 
kation mit dem genannten Faktor 86° (vgl. Abb. 1!). Auch für jeden 


beliebigen Punkt im nichtstationären Teil des Temperaturanstiegs in _ 
as! 
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der Wasser-in-Öl-Emulsion können wir den Temperaturwert ermitteln. 
Bezüglich des Zeitmaßstabes sagt die Übergangsbeziehung aus, daß 


t= =" ist. Das bedeutet, daß alle Vorgänge im System 2 sich 


mal, d.h. 400 mal schneller vollziehen. Man kann also Abb. 8 
direkt als für die Wasser-in-Öl-Emulsion gültig auffassen, wenn man 
die Zeitwerte der Abszisse durch 400 teilt und die Ordinatenwerte 
mit dem Faktor m; = = 1,56 multipliziert. Aus Abb.8 ist als 


k 
Einspielzeit für den Gleichgewichtszustand eine Zeit von etwa 


100 Minuten zu entnehmen. Für die Wasser-in-Öl-Emulsion mit 
Teilchen von 0,1 cm Radius würde das bedeuten, daß der gleiche Grad 
der Näherung an den stationären Zustand nach 100/400 Minuten = 
15 Sekunden erreicht ist (vgl. dazu 8. 114)). 

Von besonderem Interesse ist nun aber gerade nicht dieser Zu- 
stand der Näherung an den Endzustand, sondern der Fall, daß die 
Teilchenerhitzung so durchgeführt wird, daß praktisch keine Er- 
hitzung des Suspensionsmittels stattfindet, obwohl die Teilchen ihre 
volle beabsichtigte Übertemperatur erreichen. Wenn für die Wasser- 
in-Öl-Emulsion für diesen Fall quantitative Angaben aus dem Modell- 
versuch entnommen werden sollen, so bedarf es zunächst der Ver- 
abredung, in welcher quasi-unendlich dünnen Schicht des das Teilchen 
umgebenden Mediums Erwärmungen zugelassen werden. Verabreden 
wir beispielsweise dafür eine das Teilchen umschließende Kugelschale 
von R,-R, = 0,8 R Dicke, so bedeutet das, daß wir in Abb. 10 auf 
der Kurver = 1,8 R in dem steilen, aus dem Unendlichen kommen- 
den Teil bleiben müssen. Das führt auf Zeiten von der Größe < 2 Min., 
für das Wassertröpfehen in Öl also von der Größe < 1/400-2 Min. 
=0,3sec. Soll in dieser Zeit das Trépfchen auf 100°, also um 80° 
erwärmt werden, so erfordert das eine elektrische Leistung im 
Tröpfehen von 1100 W/em?, das aber erfordert Feldstärken von der 
Gröf 27000 V/em, Feldstärken also, die zwar noch unterhalb der 
"urchbruchsfeldstärke des Öls liegen, die aber doch schon die Zer- 
rcißieidstärke des Tröpfehens um mehr als das Doppelte überschreiten. 
Es ist dabei zu betonen, daß die soeben durchgeführte, letzten Endes 
willkürliche Abschätzung der das Teilchen umgebenden dünnen 
Schicht, in der noch Erwärmungen zugelassen werden, von sehr großem 
Einfluß auf das Ergebnis ist, da, wie die Temperaturverteilung der 
Abb. 1 anschaulich zeigt, die r-Abhängigkeit der Temperatur im 
Außenmedium in. unmittelbarer Nähe des Teilchens einen sehr steil 
abfallenden Verlauf zeigt. Die eingeführte Abschätzung r = 1,3 R 
ist verhältnismäßig streng. Läßt man statt 1,8 den Faktor 1,8 zu, 
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so kommt man (s. Abb. 10!) auf Zeiten vom etwa fiinffachen Wert, 
so daß der oben berechnete Feldstärkenwert von 27000 V/cm auf 
etwa 12000 V/cm herunterginge. Das ist aber kaum mehr als das 
Doppelte der Feldstärke, die oben der Berechnung und dem praktischen 
Versuch für den stationären Fall zugrunde gelegt worden ist. Es ist 
damit also erwiesen, daß eine nennswerte Überhöhung des Effektes 
der selektiven Teilchenüberhitzung über den stationär möglichen 
Betrag hinaus für die Wasser-in-Öl-Emulsion nicht möglich ist, 
wenigstens nicht für Teilchen im Größenbereich von 0,1 cm Radius 
und darunter. 

Für die spezielle biologisch-therapeutische Anwendung der selek- 
tiven Abtötung einzelner Zellen oder Bakterien erscheint jedenfalls 
die fiir Wärmeschädigungen zugelassene Zone des umgebenden gesunden 
Gewebes von 30°/, der Bakteriendicke keinesfalls als zu vorsichtig 
bemessen. Aber selbst wenn man auch hier wesentlich weitherziger 
wäre — etwa aus der Erwägung heraus, daß die Abtötung hoch viru- 
lenter Bakterien einer gefährlichen Infektionskrankheit schon mit 
einer größeren Schädigung des gesunden Gewebes erkauft werden 
darf —, so führen doch in diesem Größenbereich der Teilchen (vgl. 
weiter unten!) die Abschätzungen auf Temperaturwerte, die im 
günstigsten Falle nur den Größenbereich von 10-* Grad erreichen. 


4. Anwendung auf andere Makro- und Mikrosysteme 


Die oben durchgeführten Berechnungen zeigen, daß mit wachsen- 
der Teilchengröße die Zeitdauer des nichtstationären Anlaufsvorgangs 
rasch wächst (mit R*), entsprechend nimmt .die erforderliche Feld- 
stärke zur Erzielung einer bestimmten Ubertemperatur ab. So er- 
scheint für den Größenbereich von ‚‚Teilghen‘“ von Zentimeter- oder 
Dezimetergröße eine Ausnutzung des nichtstationären Anlaufvor- 
ganges durchaus möglich. Für biologisch-therapeutische Anwen- 
dungen wird man hier in erster Linie an umschriebene Krankheitsherd« 
im Organismus denken, z. B. etwa an eine Geschwulst. Doch ist hier 
einschränkend darauf hinzuweisen, daß als unerläßliche Voraus- 
setzung zur Erzielung des selektiven Effektes eine größere Wirkleit- 
fähigkeit des zu überwärmenden Gewebeabschnittes im Vergleich zur 
Leitfähigkeit der umgebenden Gewebspartien gegeben sein muß, und 
zwar werden sich größere Temperaturunterschiede nur dann erzielen 
lassen, wenn dieser Leitfähigkeitsunterschied ebenfalls einen größeren 
Betrag ausmacht. Eine ausgiebige Erhöhung der erzielbaren selek- 
tiven Überwärmungen solcher Gewebsbezirke ließe sich erreichen 
mittels einer Mehrfeldertechnik, indem durch Anwendung von zwei 
oder mehr Elektrodenpaaren zwei oder mehr einzelne Kondensator- 
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_ felder so angeordnet werden, daß sie sich nur im Herdbereich über- 


schneiden. Wieweit ferner durch Injektion oder Infiltration z. B. von 
Metallsalzen eine Vergrößerung der normal-physiologisch nur sehr 
geringen Leitfähigkeitsunterschiede möglich ist, kann hier nicht näher 
untersucht werden. 

Ein völlig aussichtsloses Bild ergibt sich, wenn man eine Trans- 
formierung vom Modellsystem auf den Bereich des Mikroskopischen 
und Kolloiddispersen vornimint. Geht man beispielsweise von 4 cm 
Radius auf 4 Radius, also auf 8 u Teilchengröße über, was etwa 
der Zelles- und Bakteriengröße entspricht, so ergibt sich ein Faktor m, 
von 10-%, die t- und T-Werte gehen damit in den Größenbereich 
m;,-t bzw. m; -T also auf das 10-®fache herunter. Für die bei der 
Diskussion der Wasser-in-()l-Emulsion ermittelte Feldstärke von 

7000 V’em, die bereits an der unteren Grenze des Bereichs der 
Durchbruchsfeldstarke liegt, geht damit die erzielbare Teilchenüber- 
hitzung von rund 100° auf 10-* Grad herunter, wobei ferner zu berück- 
sichtigen ist, daß hierfür die extrem günstigen Verhältnisse der elek- 
trischen Leitfähigkeiten des Wasser-in-Öl-Systems zugrunde gelegt 
sind. Damit ist bewiesen, daß sich die bezüglich des stationären 
7..tandes schon von anderen !°) 14) 12) gezogenen Schlußfolgerungen 
anco auf den nichtstationären Anlaufvorgang übertragen. 


C. Schluß 


Die vorliegende Untersuchung liefert erstmalig eine vollständige 
mathematische Theorie des Gesamtproblems, d. h. sowohl des sta- 
tionären, wie des nichtstationären Zustandes. Auf Grund der dar- 
gestellten theoretischen Ableitungen und der Meßergebnisse am 
Modellsystem, können nunmehr die Temperaturverhältnisse für 
Systeme beliebiger Größe und von beliebigen Konstanten voraus 
berechnet werden. Diese Auswertungen bestätigen allenthalben die 
bereits von anderen Autoren mitgeteilten theoretischen und experi- 
mentellen Ergebnisse und dehnen sie gleichzeitig aus auf den nicht- 
stationären Anlaufvorgang. 

Besonders danken möchten wir dem Institutsdirektor, Herrn Prof. 
Rajewsky, für die Ermöglichung der Durchführung dieser Arbeit und 
sein förderndes Interesse. Herrn Prof. O. Krischer danken wir für 
wertvolle Hinweise. Der eine von uns dankt ferner der Deutschen 
Forschungsgemeinschaft für die Gewährung eines Stipendiums. 


D. Zusammenfassung 


Das Problem der selektiven Überhitzung kleiner, in einem Sus- 
pensionsmedium mit anderen elektrischen Konstanten eingebetteter 
Teilchen im Ultrakurzwellenfeld wird einer eingehenden theoretischen 
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und experimentellen Untersuchung unterzogen. Es ergibt sich eine 
Zweiteilung des Problems: Dem Zustand des eingespielten Gleich- 
gewichtes, in dem bei konstanter Teilchentemperatur die in der Zeit- 
einheit im Teilchen durch Feldeinwirkung entwickelte Wärmemenge 
in der Zeiteinheit vollständig in das umgebende Medium abfließt, 
geht der Anlaufvorgang voraus, in dem bei steigender Teilchen- 
temperatur ein zunächst großer, dann gegen Null gehender Bruchteil 
der im Teilchen in der Zeiteinheit entwickelten Wärmemenge zu 
seiner Aufheizung dient. Beide Fälle werden theoretisch und experi- 
mentell vollständig getrennt behandelt. Für den stationären Fall 
wird die von W. Krassny-Ergen unter Einführung spezieller Rand- 
bedingungen gegebene theoretische Behandlung verallgemeinert und 
so eine explizite, analytische Lösung der auftretenden Differential- 
gleichung gewonnen. Sie ermöglicht für eine Emulsion kugelförmiger 
Teilchen für beliebige Stoffsysteme, beliebige TeilchengréBen und 
beliebige elektrische Bedingungen die erzielbaren Teilchenübertempe- 
raturen zu berechnen. Diese Übertemperaturen sind nur bei einer 
gegenüber dem Suspensionsmedium sehr viel größeren Wirkleitfähig- 
keit der dispersen Phase und im Millimeterbereich der Teilchendurch- 
messer und größer nennenswert. Die mittlere Teilchenübertemperatur 
erreicht bei dem extrem günstigen System der Wasser-in-Öl-Emulsion 
bei optimaler Leitfähigkeit des Wassers der Tröpfchen bei Feld- 
stärken von 5...10kV/cm den Betrag von 60° für Teilchen von 
2 mm Durchmesser und ermöglicht so eine selektive Siedezerspratzung 
der Wassertrépfchen. Dieser Fall wird im Kondensatorfeld eines 
starken Kurzwellensenders bei 11 m Wellenlänge experimentell unter- 
sucht. Es ergibt sich eine Bestätigung der theoretischen Berech- 
nungen. Die für. die selektive Siedezerspratzung der Wassertrépichen 
erforderlichen Feldstärken liegen nur wenig unterhalb der Zerreiß- 
feldstärke der Trépfchen durch die statischen Feldkräfte. 

Die den nichtstationären Anlaufvorgang beschreibende partielle 
Differentialgleichung läßt sich keiner expliziten, analytischen Lösung 
zuführen. Es ergibt sich aber durch ein im einzelnen beschriebenes 
Konstanten-Transformationsverfahren die Möglichkeit, von einem 
experimentell ausgemessenen System auf Systeme anderer physi- 
kalischer Konstanten und beliebiger Teilchengrößen umzurechnen. 
Es wird deshalb ein makroskopisches Modellsystem, in dem der An- 
laufvorgang sich über fast eine Stunde erstreckt, thermoelektrisch in 
seiner räumlichen und zeitlichen Temperaturverteilung eingehend 
ausgemessen. Es ergibt sich die Möglichkeit recht beträchtlicher Er- 
höhungen der relativen Übertemperatur der Teilchen über die stationär 
erzielbare Übertemperatur hinaus. Für mikroskopische und kolloid- 
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disperse Dimensionen bleiben jedoch auch hier die erzielbaren Uber- 
temperaturen im Größenbereich weit unter 1/1000°, so daß auch hier 
der Anwendungsbereich auf makroskopische Systeme beschränkt 
bleibt. Eine solche medizinisch-therapeutische Anwendungsmöglich- 
keit wird kurz ee 
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Von F. Oberhettinger 
(Mit 9 Abbildungen) 


Einleitung 

Das Ziel dieser Arbeit ist es, einen Beitrag zu dem Problem 
der Wirkung metallischer Flächen auf das Feld von in der Nähe der 
Fläche liegenden elektromagnetischen Strahlungsquellen zu geben. 
Dabei wird das Strahlungsfeld behandelt, welches durch einen 
parallel der Achse eines unendlich langen metallischen Kreiszylinders 
schwingenden elektrischen Elementardipol angeregt wird. Je nachdem, 
ob der Dipol innerhalb’) oder außerhalb des Zylinders angeordnet 
ist, erhält man zwei wesentlich verschiedene Typen von reflektierten 


Wellen. 

In Teil 1 wird der Fall eines im Zylinderinnern befindlichen 
Dipols untersucht unter Zugrundelegung eines auf einen Vorschlag 
von Poincaré*) zurückgehenden Ansatzes, mittels dessen das reflek- 
tierte Feld aus den längs des Zylindermantels fließenden Strömen 
berechnet wird. Die Strom-.und Feldverteilung läßt sich hier explizit 
durch Zylinder- und trigonometrische Funktionen darstellen. 

Dasselbe Verfahren wird in Teil 2 für den Fall eines außerhalb 
des Zylinders liegenden Dipols durchgeführt und sowohl für die 
Strom- wie auch für die Feldverteilung eine Integraldarstellung an- 
gegeben. Für Aufpunkte in großer Entfernung von Zylinder und 
Dipol wird in Teil 3 eine Näherungsdarstellung des Feldes gegeben, 
die mit dem ersten Gliede einer allgemeinen asymptotischen Ent- 
wicklung identisch ist. 


Beseichnungen 

Die Zylinderachse sei mit der z-Achse eines kartesischen — 
x yz-Koordinatensystems identisch. Die elektrische bzw. magnetische 
Feldstärke werde mit & bzw. § bezeichnet. € und § müssen den 
Maxwellschen Feldgleichungen genügen. Diese lauten unter der 


1) R. Weyrich, Journal für reine und angewandte Mathematik 1934, 
8. 133; H. Buchhols, Ann. d. Phys. (5) 89. 8. 81—128. 1941. 
2) Vgl. hierzu W. Magnus, Jahresbericht a. D. M. v. 52. 8. 177 m 
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§ = H-e-‘~*) im praktischen 
rtH=-iwe-E, 
| rtE=iwu-H, 
divE = 0, 
| divH = 0. 
Dabei sind « und „ die Dielektrizitätskonstante und Permeabilitat in 
F/cm Für Luft ist hal 
é = & = 0,0886 - 10712; u = u, = 1,2560 - 10°. 


Mit Einführung des Vektorpotentials A (H = rot A) bestimmen ich 
die elektrischen und magnetischen Feldstärken zu: 


E = io; (grad div A + k? A), 


wobei A der Schwingungsgleichung 

(3) 4A+KA= 

genügen muß. 

Da es sich hier nur um die Strahlung von zur 2-Achse parallelen 
elektrischen Dipolen handelt, existiert nur eine z-Komponente des 
Vektorpotentials, d. h. es ist: 

A,=A,=0; A=A,. 


(2) 


Führt man Zylinderkoordinaten o, gy, z ein durch die Beziehungen: 
z=0-.089; Y=o-sing; 2=2, 
so schreiben sich die Gl. (2): 


B, 


SS. 
e e 09 
während (3) übergeht in: 
®) Get t 4,=0. 
Gl. (5) wird durch folgende Partikularlösung erfüllt: 


oder durch Einführung eines neuen Parameters « = Vk? — 7? 
(7) A,=e'"*.Z (a: o)-e- 
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Dabei sind « und n willkürliche Parameter; Z, ist je nach Art des 
Problems als Besselsche bzw. Hankelsche Zylinderfunktion, 
J, bzw. H, zu wäblen. 


Auf der z-Achse befinde sich im Abstand a vom Rs ein 
zur Zylinderachse parallsler elektrischer Dipol D. Er führe den 
Strom J. Der Zylinderradius 
sei b. In einem im Innern des 
Hohlraumes gelegenen ‘Auf- 
punkt P(zyz) soli das von 
diesem Dipul D erregte Strah- 
lungsfeld berechnet werden. Die 
Wirkung der ideal leitenden 
zylindrischen Manielfläche werde 
ersetzt durch eine Belegungdieser 
Mantelfläche mit elektrischen 
Elementardipolen, deren Achsen 
der Zylinderachse parallel sind 
und deren Stromstärke durch 
eine zunächst noch unbekannte 
Verteilungsfunktion s(z,; ) ge- 
geben ist. Dabei sind b, 2,, y 
die Zylinderkoordinaten eines 
auf der Mantelfläche liegenden 
Punktes S. Das gesuchte elek- 
trische Feld im Aufpunkt P 
wird also gebildet aus der Summe 
zweier "Partialfelder A, "nnd A,, von denen das erste das sogenannte 
Primärfeld, d.h. jenes by welches der Elementardipol D fir sich 
allein, d. h. bei Abwesenheit des metallischen Hohlzylinders im Auf- 
punkt P erregen würde. 
Der zweite Anteil, das Sekundärfeld, wird von den auf dem 
Zylindermantel parallel der Achse fließenden Strömen s(z,, y) erzeugt. 
Die Grenzbedingung fordert entgegengesetzte Gleichheit der 
tangentialen Komponenten der Partialfelder an der Leiteroberfläche 
und liefert somit eine Bestimmungsgleichung für die Stromverteilungs- 
funktion. Da der das Feld erregende Dipol D auf der z-Achse 
liegt, so ist aus Symmetriegründen 
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8(2, wy) ist eine auf dem Zylinder eindeutige Funktion von w und 
läßt sich daher in eine Fourierreihe hinsichtlich yw entwickeln 
und zwar 


7 


oo 
®) 8 8, cosn w, 
v 


da gemäß (8) s(z,, w) eine gerade Funktion von ı ist. Nun ergibt 
sich für das Primärfeld A, in praktischen Einheiten: aoe 


eier 


(10) A, = Y = Vo?+ a? — 2ap cos + 


wenn | die infinitesimale Länge des Dipols ist. 


(11) 


Die Form (6) der Lisung der Differentialgleichung (5) legt es nahe, 
die Primärerregung (11) in der gleichen Form darzustellen. Dies 
wird erreicht durch folgende bekannte Integraldarstellung’) für die 
Wellenfunktion 


e'kr 


a, = - 


= — 
r — 2a0- cos@ + z' 
dy. 


y=-co 
Ferner gilt nach dem Additionstheorem der Zylinderfunktionen 2) 


H,) (yk? — 7? Vo? + — cos g) 


-cosng- J, (o Vk? -- 7*)-H,' (a pk? — 7*); fir <a; 


Di y?)-H,!(o Vk* — 74); füro>a. 


v 


Mit é, ist die Neumannsche Zahl bezeichnet. Sie hat den Wert: 
= 1; 2 fir n= 1, 2,3,... 


DR. Weyrich, Zylinderfunktionen, 8. 110. 
29) R. Weyrich, Zylinderfunktionen, 8. 93. 


‘ 
| 
wy 
| 
) | 
| j 
ER. 
as) 
= 
& 
| | a | 
| 
[} 
3 
3 
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‘ Mit (13) folgt also aus (12) 


a,, = 72% * cos ng: [J, (o Vk? — 7?) 
0 r=-o 


für 


42. fd, (a yk? — 7?) 


-H,'(oyk?—- 72) .erzdy für o>a. 


Das un A,, wird von den auf dem Zylindermantel parallel 
zur Achse fließenden Strömen erzeugt. Es berechnet sich folgender- 
maßen. Ein Stromelement S der Länge dz, auf der Mantelfläche 
des Zylinders erregt im Aufpunkt P folgendes Feld: dAz,=dAy, =0 


»y) 
(15) dA, .dz,.bdy- 
mit 


= SP = b?— 20b - cos(w — g) + (¢ — 4)’. 
Da fiir einen im Innern des Hohlzylinders gelegenen Aufpunkt F 
stets o=b ist, so gilt nach (12) und (13) r 


ikr, 
7 => cosm(y — yk? — 
0 ya-o 


-AL(b yk? — 72) .eire- dy 


= >" (2,) cos 


ist, Die über gesamten stromführenden Zylinder. 
mantel liefert das Sekundärfeld A,, im Punkte P also: 


2x 
= 4 - cosm(w — g)- cosnydy 
y=0 
+00 
fa, (0 (b ye—y? fs. (2 dz, ö eirzdy. 


y=— 00 


: 
” 
(14) 
Br, 
und damit: ; 
ib 
dA,, (29 Y) dz, d r 
2 4a 
. ( ) ( V 2 y?) iy@-2) dy 
. > &„.cosm(y o Vk? — y?).H4(b Vk? — 7?) e dy, 
0 
i 
wobei 
. 
as 
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Der Orthogonalitätsrelation der trigonometrischen Funktionen zu- 


folge ist: 
Se con y-cosm(y — g)dy = 
y=0 

3 Mithin wird aus A,: 

E (16) +5 
- H,!(b yk? — 74) d2,|eirzdy. 
—00 


| Das resultierende Feld A, = A,+ A,, ergibt sich also aus (14) 
und (16) im Falle 9 >a zu: 


oo +0 


y--.0 


= JA (o Vk? — 73) - H,! (b pk? — y*) 
y =— 00 
+0 
dz, - etre dy 
2 ==-00 


Die Grenzbedingung (Verschwinden der tangentialen Komponenten 
der elektrischen Feldstärke an der Leiteroberfläche » = b) wird 
nach (4) erfüllt durch: 


+0 


(17) dz, = — - 


Qn 


Alave-p) 
b 


(18) 


3 N 


Jlave-n) 


1 
: 
= 
und damit: 
rem +3 
. eo 
y) = cosmy 
(19) 
oo 
1 
| > €,°CO8 N 4 dy. 
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Durch diese Gleichung ist also die gesuchte Stromverteilungs- — 


funktion s(z,,y) völlig bestimmt. Die durch den Querschnitt z = z, 
des Zylindermantels fließende Stromstärke ist: 


Das Integral in (19) und damit die Formel fiir die Stromverteilung 


läßt sich in einen besser diskutierbaren Ausdruck überführen; hierzu — 


braucht man also eine Umformung des Integrals in (19) 
+00 
J, (a = 
20 .eirndy. 
J, (b = 7°) 
An den Stellen y=+k, den Verzweigungspunkten des. Argu- 
mentes Vk?— 7* der Besselschen Funktionen ist der Integrand 


unverzweigt. Dies folgt in einfacher Weise aus den Umlanfrelationen 


der Besseischen Zylinderfunktionen 
J, (z+ = J (e). 

D. h. nach einem halben Umlauf um den Punkt z = 0 (entsprechend 
einem vollen Umlauf um den Verzweigungspunkt y = k) nimmt der 
Integrand in (20) seinen ursprünglichen Wert wieder an. Des- 
gleichen bleibt der Integrand an den Stellen y =+k endlich. Das 
Integral (20) in der y-Ebene werde über folgenden geschlossenen Weg 
erstreckt: 1. auf der reellen Achse von — R bis + R; 2. auf einem 
Halbkreis in der oberen Halbebene um den Nullpunkt, um sodann 
zum lim R—+» oo überzugehen. 

Der Integrand von (20) wird auf dem Halbkreis y = R.e'r in 
der oberen Halbebene J, (y) > 0 im lim R— > oo beliebig klein. Das 
Integral erstreckt sich über den unendlich fernen Halbkreis, liefert also 
keinen Beitrag. Es ist nun noch notwendig, Klarheit zu erhalten 
über die von dem Integrationsweg umschlossenen Singularitäten des 
Integranden in (20). Sie liegen an den Stellen, an denen 


J,(b Vk? — 7?) = 
ist. Bezeichnet tr, die m-te positive Nullstelle von J, (x), so liegen 
also die Pole des Integtanden (20) an den Stellen: 
=r, 
oder 


Für diejenigen Werte von r,,, welche kleiner als k-b sind, liegen 


die Pole auf der reellen Achse, für r,, >k-b auf der imaginären — 


+ 3 


14! 
: 
hae 
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Achse, symmetrisch zum Nullpunkt. Umgeht man bei der Integration 
längs der reellen y-Achse die auf ihr liegenden Pole durch einen 
kleinen nach oben oder unten gehenden Halbkreisbogen mit dem 
Radius o, den man nachträglich gegen Null gehen lassen kann, so 
liefert die Anwendung des Residuensatzes auf den oben angegebenen 
geschlossenen Integrationsweg: 


f oma, 


und damit nach (19) für die Stromverteilung: 


a 


Wir erhalten so das Resultat: Die durch den Dipol auf der Zylinder- 
oberfläche erzeugte Stromverteilung ist zusammengesetzt aus einer 
Summe von ungedämpften Stromwellen, die längs der Mantelfläche 
nach beiden Richtungen fortschreiten, und aus einer Summe von 
längs der Mantelfläche exponentiell abklingenden Anteilen. 

Die Anzahl der ungedämpften Stromwellen ist durch die An- 
zahl m der Nullstellen Tun mit O<r,„<k-b gegeben. Die 

n Wellen ist: 


wobei c die Lichtgeschwindigkeit bedeutet. Setzt man den Wert 


für s(z,,) aus (21) zwecks Berechnung des Sekundärfeldes in 
Gl. (15) ein, so erhält man: 


‘ € 
3 
2% 
| 
| 
’ \b "") 
> 
# . 
J, ( > ™ .) e * b 
(21) u=0 m=0 
5 
. . 
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22 +00 


. ikr, 


y=0 


2ı +0 


f 
Ve" + b*— cos — + —2z,)* 


y=0 


- cosnydydz,, 


wobei die C_, aus (21) zu entnehmen sind. Zunächst werde die 

Integration hinsichtlich z, ausgeführt. Zu diesem Zwecke führe man 

als neue Integrationsvariable w = 2, — z ein. Damit wird das Doppel- 
(22) gleich 


2% +00 2 
f f Volt P= — + 2 
V + b*— — +(%,-2)* 
y=0 2,.=—0o hy, 
f f er - +w* 

Vo" + 296 - cos(y — + w* 

y=0 w=—0o 
Da aber [vgl. Gl. (12)] 


Ve? + cos (yw — g) + w* 


y=-oco 


ist, so folgt aus dieser Gleichung durch Integralumkehrung mit Hilfe 
des Fourierschen Integraltheorems 


Vor + cosy — 
+00 
1 Ver+ 


ai 


Somit ist also: 


+00 


Veit 20d cos (y-p)- 


V + bcos (y — g) + — z,)* 


£,= —00 


eirmnndz, 


ni. — Vo? + 20d - cos(y — 


4 
= 
: 
oo oo 
4,= 
2 
[7 
W. 
# 
. H,' (Vk? — Vo? + b? — 20b- cosy — p))- eirv.dy 2 
Det: 
P | 
. eirw dw > 
m 


und mit (21) 73, = 


und daher unter. Berücksichtigung des Additionstheorems (13) der 
H lank elschen Funktionen: 


+00 


ek Vert - con(y—y) 


Ve" + — cos (yw — g) + & — 2° 


eitmnn.dz, 


v=0 


nach (22) 


m=0 n=0 v=0 


> 


Nach der über und durch Einsetzen 
Werte fir C„, aus (21) erhält man so das Resultat: 


Jo (+ tas 


m=0 n=0 
J 4) ciymnt . 
Teo 


Dieser Ausdruck (23) stellt das Vektorpotential für das Sekundärfeld dar. 
Durch Addition dieses Ausdruckes mit dem Ausdruck für das Primär- 
feld A, aus Gl. (10) ist also das resultierende Feld A,= A, + A,, 
im Innenraum vollständig bestimmt. 

A,, genügt nach (7) der Differentialgleichung (5). Die Glieder 
der Doppelsumme (28) für die z,, < kb stellen ungedämpfte wanes ER 
züge dar, die nach beiden Richtungen der s-Achse fortschreiten.. 
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2. Teil : 
Das Feld eines elektrischen Dipols außerhalb des Zylinders 
Für das Primärfeld A, in einem außerhalb des aa naar 
liegenden Aufpunkt P ist: AR 
Jot 


und gemäß (14) 


fir o<a, 
„ung fd, (ak? — 7). H, — 7?) 
fir >a. 
Das Sekundarfeld dA, von einem auf der Mantelfläche liegenden 
8 der wird: 
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2 2 
t= Vo" + a’ — 2a9-cosp +2 
x 
r, Voer+ 0° — 200- cos (y + (% 2) 


F. Oberhettinger. Randi der usw. 147 


und für „>b 
| 
‘ 
m=0 | 


m=0 


- J, 7) - Hi - dy, 


-Fernerhin ist wieder 


n=0 


w=0 n=0 m=0 


y= -00 
Die Integration hinsichtlich 
A, =%- 7 >, 
n=0 
fi, — 74). fa (2)-e-irnda,| -eirzdy. 


Das resultierende Feld A, = A, + A,, hat dann für 9 < a den Wert: 


f J, (oi? — H,(ayk? eir:dy 


y= 


| aA | 
2 
3 
% 
RER 
© 
s(2,y) = 8, (2) * cosn wy 
Aa COSN wy COS mM )d 
A i 
2 


hag? 


x 
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Die Grenzbedingung (E, = E, = 0 für g = b) liefert wieder die Fourier- 

transformierte der Stromverteilung 3 
+00 

1 


+00 
. .eirndy. 


7) 
yz-% 


( oo 
1 Jel 

Ant im &,° COSN 

0 


4, 7’) .eirnd 
VE — pP) 


Durch (28) ist also die Stromverteilungsfunktion endgiltig bestimmt. 
Der durch den Querschnitt z= 2, des Zylindermantels fließende 
Strom ist wieder: 


2x 
[ 
(29) y) bdy Qn f H,'(b VE 7) eirady, 
y= 


mit GI. (27) ergibt sich für das Sekundärfeld: 
oo 

i Jil H,'(aV# 

4,=— an - ung | 


y=—00 


(30) 


‘Fir das resultierende Feld 4,= A, + A,, 


+00 


: WINS „ang | 7) - 


cr. 
2 4n : 


7%) 


0 


= FT 7’) 4 


<a bzw. 9 >a, 
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Daher: 
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¢ 
(81) 
„= 
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Damit erhält man das Resultat: 

Das Vektorpotential für das Feld im äußeren eines Kreiszylinders 

von vollkommen elektrischer Leitfähigkeit, welches durch einen zur 

Zylinderachse parallelen Dipol außerhalb des Zylinders erzeugt wird, 
ist gegeben durch: 


mit r= a*— 2apcosp + 2. 


Es ist also (31) oder (32) formal die vollständige Lösung des Problems. 
Sie genügt nach (6) der Schwingungsgleichung (5), den Randbedingungen 
sowie der Ausstrahlungsbedingung. Um eine für numerische Zwecke 
brauchbare Lösung für den Feldverlauf zu erhalten, ist die Aus- 
wertung des Integrals (30) erforderlich. Dies soll in Teil III für 
solche Werte des Abstandes des Aufpunktes P von der Zylinder- 
achse geschehen, welche groß gegen den Zylinderradius, die Wellen- 
länge A der vom Dipol ausgesandten Strahlung und dem Abstand 
des Dipols von der Zylinderachse sind. 


3. Teil SE 
Asymptotische Entwicklungen zur Berechnung des Feldes 
in großen Entfernungen vom Zylinder 
Die in Gestalt von Formel (82) gewonnene Lösung der Rand- 
wertaufgabe für den Außenraum des Kreiszylinders läßt sich nicht 
in einen ebenso einfachen Ausdruck umformen, wie dies in Teil 2 
bei der Lösung der Randwertaufgabe für das Zylinderinnere der 
Fall war, wo das Endresultat [Formel (23)] die Gestalt einer Reihe 
mit Gliedern aus Produkten und Quotienten tabulierter Funktionen 
besaß. 
Indessen läßt sich Formel (32) wenigstens für große Werte des 
Abstandes R des Aufpunktes vom Koordinatenursprung in eine 
Reihe 


entwickeln, wobei R, &, m räumliche Polarkoordinaten des 
punktes P sind, definiert durch: 


w 


£ 
# 
& 
> a 
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Eine entsprechende Formel für die elektrische Feldstärke läßt sich 
hieraus mit Hilfe der Gl. (4) erhalten. Für sehr große Werte von R. 
interessiert — der Absolutbetrag von f, (#, g) und dieser 


wiederum fir > = +z die Funktionen | J, (3 j 9) sind im Anhang 
für mehrere Werte =, + ausgerechnet und in Polarkoordinaten 
dargestellt. Zunächst soll das erste Glied der asymptotischen Dar- 
stellung berechnet werden, und zwar direkt durch Unfemnng von 
Formel (25). Man erhält hier: 


H,„'(ka sin 9) 


(k a sin 9) — J, (kb sin 9)- sin 9) -cosn 


“Cas auch die weiteren Glieder der Reihe zu bestimmen, ist es not- 

wendig, durch Zurückgehen auf Formel (12) und Benutzung der 

Sommerfeldschen Integraldarstellung an Stelle der Integral- 
ikr 

darstellung (12) für die Wellenfunktion “— ein neues Hilfsmittel 

einzuführen. Dies wird in der zweiten Hälfte dieses Abschnittes 

gescheheu. 


Zur Herleitung der umseitig angegebenen Formel (37) entwickle 
man die Größe r, in (25) unter der Voraussetzung von großem R 


= Vo? 20b-caw— + (4, — 2%. 


Es werden räumliche Polarkoordinaten R, 9%, m eingeführt mittels: 
z=R-cost?; o=R-sind; R? 
und damit 


r,=R 1- Feind - cos (y — — 9) — “eon Er 


Die Entwicklung der Wurzel für großes R ergibt, won nur die 
erste Potenz von 1/R berücksichtigt wird: RER 


r,@ R-b- sin - N- 


. 
5 

a 
Reef 

a 
(37) 
a 
>% 

ethics, 

+ 

% 

= cos 

GL. (25) geh di Vv 
(25) geht unter diesen Voraussetzungen fiber in 

dA (2 y)- dz dy the sin cos(y—g) . g- tks, 008 
in R 0 


SEN 


F. der Wellengleichung u usw. - 151 


w= >, (2,) cos 
n=0 


ikR = 


b 


.e-ikn.md, 


b eikR 
n 


n=0 


+00 

-cos my dw eds, 
= —00 
Nun ist (26) 


+00 

1 He(kasin 


und durch eine einfache Substitution (yw — g = a) 
ax 2x 
ikbain d - cos (y 9). cos ny dy = cos mg [er ome 


4 


nada — sin ng f ome. gin nada. 


a=z0 


Da aber bekanntermaßen gilt 


(33) J, (kb sin 9)- cos na, 
so folzt durch Multiplikation auf beiden Seiten mit 

und Integration über a von Null bis 2x it ¥ 
2x 


fer cos nada = 2u(- J, (kb sin 9), 
0 
an 
fe sin nada = 0. 
0 

Es ergibt sich also endgültig mit 
an 

(34) e-ikbain - cos dy = 2n(— J, (kbsind): cosn 
J tern. = Rb sind): co np 


; 
2x +00 
MN 
2, = dA, = 
% y=0 -0 
4 
24 — - 
< 
4 
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folgender Wert für das Sekundärfeld 


, (ka sin 9) 
(kb sin 9) > 
Für das Primärfeld A,, ist 
eier 
r 


sind + 2? 


R 
J-l 


und nach ee 


(96) 
Das resultierende Feld Ped also nach toate und (36) die Form 


H,' (k a sin 9) 8 
H,' (kb sin 9) 


oder 

(37) 


H,' 
9, (ka sin 9) — J, (kb sin 


(37) stellt also eine asymptotische Darstellung des ‚Ausdru 1) ge 


np 


Dieses Ergebnis ist in Übereinstimmung mit dem Reziprozitätstheorem 
der drahtlosen Telegraphie angewendet auf den aus der Optik be- 
kannten Fall der Beugung ebener Wellen an einem unendlich langen 
ideal leitenden Kreiszylinder. 

Die folgenden Ausführungen werden zeigen, daß (37) das erste 
Glied einer Entwicklung des Vektorpotentials A, nach Potenzen 
von 1/B ist. Zur Herleitung dieser. Entwicklung ‘ist es notwendig 


gore 


& 
FE 
- 
al 
und für R>a, rz R—asin 
R 4 
| 
ag 
SR 
Rie 
pes “F 
t 
ae 2 . : 
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die Integraldarstellung (32) für das Feld in eine andere über- 
zuführen. 

Es wird wieder von Gl. (25) ausgegangen unter Benutzung von 
der in (26) definierten Stromverteilung auf dem Zylindermantel. 

Es ist allerdings im Hinblick auf das Folgende zweckmäßig, 

ikR 

für die Wellenfunktion I nicht die Darstellung (12), sondern 
eine andere zu wählen, rämlich ): 


(a Yb? + 0° — 2b0 - cos(w — g)) 
a=0 

Und nach dem Additionstheorem 

funktionen: 


asl 


Die RER, ‚Rechnungen verlaufen analog denen im Anschluß an 
Gl. (25), indem wieder der Wert für die Stromverteilung eingesetzt 
und zunächst hinsichtlich y die Integration ausgeführt wird. Es 
ergibt sich dann für das Sekundärfeld: 


Es handelt sich ioe zunächst um die Berechnung des ie > 
Ts 

Mittels der Substitation s—z,=w wird es übergeführt in: 

Aus Gl. (26) u durch Anwendung Cer gleichen Substitu.ion 


(2 u): .eirudw +: er’ 


4) R. Weyrich, Zylinderfunktionen S. 93. 
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Durch analytische Fortsetzung in y wird diese Formel auch. fir 
positiv imaginäre Werte des Parameters y als richtig erkannt, so 
ist also fir 


- dw = — 


Dieses ist aber das gesuchte Integral, so daß sich für das Sekundar- 
feld folgender Weit ergibt: 


oo 


0 
.e- 1:1 ode 
Ver - 
Die Gleichung für das Primärfeld A, lautet: 


T= Vo? + a? — 2apcosg + 2? 


(a Yo? + a? — 2ag cos g) 


a=0 


An Ve? 
Das resultierende Feld A,= A, + A,, kann also auch an Stelle von 
(32) in der folgenden Form geschrieben werder: 
J, (@ @) 
>«,-cosng | [J,(a-a)-H,1(a-b) —J, (w-b)-H,(a-a)] 
(38) 2 rf 


0 


a=0 


Wird an Stelle der Integrationsvariablen & eine neue Variable 9 


eingeführt, gegeben durch die Gleichung a = k-sin 9: 
=—ik-cos¥, 
so wird aus (88): 
la --ih 9) — I (kbsind) 


„_E.' (ka sin #') 
"Eu kb sin 9) 


(39) 


iy 
€ 
. b 2n H,,' (ab) 
= 
£ 
ada 
Va = 
| A 
oder 4 
7 
= 
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Der Integrationsweg in der «-Ebene längs der reellen Achse von 
0 bis co geht dabei in folgenden Weg € 


der ‘#-Ebene über: 
Zunächst auf der reellen Achse von $ 


0 bis 2/2, sodann auf einer Parallelen zur 
imaginären Achse im Abstand a/2 ins 
negativ Unendliche. Da auf dem letzt- 
genannten Wege der Realteil von ik |z| cos «9 
stets negativ ist, so ist die Konvergenz 
des Integrals sichergestellt. Gleichung (39) pers { 
kann noch in einer anderen Form ge- Abb. 3 ERS 
schrieben werden: Bes i 


cos p’+ y sin sin g’+ z + cos 
€ sin d¥ dy’, 
(40) 
fig, = 1)" +8, |\J, (kasin 9) — J, (k bsin 
0 (ku sin 9) 


Dabei sind x, y, z die konikkehee Koordinaten des Aufpunktes P. 
Von der Richtigkeit der Gleichung (40) überzeugt man sich leicht, 
indem man die Integration hinsichtlich gq’ durchführt. Werden 
nämlich Zylinderkoordinaten z=9c0sy, y =, sin y, 2 = z eingeführt 
so nimmt der Exponent von (40) folgende Form an: Gore ae 


ikosin # -cos — g) + tkzcos 


Bei der Integration hinsichtlich g’ handelt es sich aber um n die Be- 
rechnung eines Integrals, die bereits früher [GI. (34)] age 
wurde, 
22 
ei ko sin 0-008 (#9). cosn dg = 2ni"-J, (ko sip #)-coang', 
=0 
womit die Richtigkeit von (40) erwiesen ist. Die Lösung (40) kann 
aufgefaßt werden als Superposition von lauter ebenen Wellen, die 
unter verschiedenen Richtungen ', 9 mit verschiedenen Intensitäten 
® einfallen}. 
Die Auswertung des Integrals (40) kann folgendermaßen vor- 
genommen werden: Der Aufpunkt P (xyz) werde mit dem Koordi- 
natenursprung O verbunden; die Achse O P werde zur z’-Achse eines 
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neuen Koordinatensystems z’y’z‘ gemacht. Die Ebene durch OP 
und die ursprüngliche-z-Achse sei der Nullmeridian. Nun werden 
Polarkoordinaten 4, wy in bezug auf das neue Koordinatensystem 
eingeführt. An Stelle der Variablen 9’ in (40) treten nun die 
neuen Veränderlichen ,y. Das Flächenelement dS = sin 


über in dS’=singdydy. Ferner folgende Be- 
‘tiehungen zwischen den alten Variablen und den neuen 7, y. 
| cos # = cos 7 cos + sinn sin F-cos yw, 
sin (y—g’) = ¥ 
p und # sind dabei die räumlichen Polarbostdingtes ea Auf- 
punktes P in bezug auf das ursprüngliche Koordinatensystem. Der 
Exponent im Integral (40) wird: Ri 
z-sin + y-sin sina’ + cos = 


und dabei aus (40) 


(42) a= ff 
€ w=0 


Der Integratiousbereich der neuen Variablen 4, wy läßt sich nach 
dem Cauchyschen Integralsatz durch den gleichen ersetzen wie 
den in GF. Wird zunächst die Integration über »» ausgeführt und 


J rf, (n, pay = (7) 


r 


Tae 
‘ 
4 
48 ? 
— 
J 
Abb 
; 
(43 


= 


gesetzt, so ist 
(44) ik 
€ 


In der »-Ebene (7= u + iv) nimmt der Exponent des Integranden (44) 
‘Wert an: 
ik R.cosn = ik R (cos u€oj v — isin u Gin») 

Für den Wertebereich u, v, der den vierten Quadranten (u = n) aus- 
füllt, ist also wegen sin u Sin» < 0 die Konvergenz des Integrals (44) 
gewährleistet. An Stelle des Integra- 
tionsweges © in der 7-Ebene wird nun- 
mehr ein solcher €, gewählt, längs dessen 
der Realteil des Exponenten in (44) von 
n=0 beginnend möglichst steil ab- 
fällt. Dieser Integrationsweg ist gegeben 
durch J, (tk Rcosn) = const. Also: 


cos u of » = const. 
Da er durch den Sattelpunkt aa 


AV 


(008 =—sing=0, 


also 7 = 0 hindurchführen muß, so errechnet sich die ie ß 
Cof 0 = 1 = const 


1; Cof v = — 


(45) gibt also den Integrationsweg €, in der „7-Ebene an. Die Sub- 
stitution 
cosy = 1+ it; singdy =—iédt 
führt mit 

cos — 1 = cosußofv — 1 — isin uEinv 
und nach (45) 

cosy — 1 = — isinu Gino 

den Weg €, in der „-Ebene über in die positive reelle Achse oi 


t-Ebene. Es wird also (44) mit Einführung der neuen Variablen 
tbergefthrt in: [F(n) = F, () 


a, = -F,dt, a= Fiat. 


t=0 0 


Fortgesetzte —_ Integration formt dieses Integral um in: 


a Vgl. W. Magnus, a.a. O. ay 


% 
ER j 
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(46) stellt also das elektrische Feld durch eine Entwicklung nach 
Potenzen von 1/R dar. So ist, wenn z.B. nur die erste Potenz 
von 1/R berücksichtigt wird 


R 
0,csn=1+tii=1 oder = 0, 

F, 0) = F(0), 


Aber für ¢ = 


und wegen 
ax 2x 

waa. Sf: @y)dy; F(=- In fh 


y=0 


BES: er, 
et 


Abb. 7. Horizontaldiagramm 
für einen Dipol im Abstand a 
El“ von der Achse eines Zylinders von der Achse eines Zylinders 
Ph vom Radius -2 vom Radius 4 


(47) 
— 
— 
OKI 

Da aber nach (41) für n=0; =x g= 4 
F (0) = f 1 d) F, 1 (0), 
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und somit endgültig nach (40) 


ikk 
n=0 ' (ka sin 9) 
H,,' (kb sin 9) 


in Übereinstimmung mit (37). (87) stellt also nach (46) das erste 


We 


, 


N 


Abb. 8. Horizontaldiagramm Horizontaldiagramm 
für einen Dipol im Abstand a für einen Dipol im Abstand a 
von der Achse eines Zylinders ___ vom der Achse eines Zylinders 


vom Radius 4 vom Radius A 


Anhang 
Numerische Berechnung des Feldes in großer Entfernung Es 
von der Zylinderachse 

Der am Ende von Teil 3 angegebene Ausdruck fiir A, liefert nach A 


sonderung der Faktoren = und E die in der Einleitung zu Teil 3 


mit /, (9, 9) bezeichnete Funktion, die das Verhalten des Feldes in großer 
Entfernung vom Zylinder wiedergibt. Es soll nun für einige konkrete Zahien- 


werte die Funktion fı (>, 3) berechnet werden, welche also das Verhalten 
von A, in der xy-Ebene in großer Entfernung von der Zylinderachse als 
Funktion der Richtung = aresin —Y ‘wiedergibt. 


| 


Glied einer nach Potenzen /R fortschreitenden Entwicklung dar. 
ASSAM ARS 
IRSA 
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In den’ Abb. 6—9 ist die Funktion IH] (ir 0S S22) in Polar- 
koordinaten für die folgenden geometrischen Konstellationen aufgetragen 


Abb. 7 Abb. 8 
a 


a 
= 1,75 


b 
1,00. 


Als Einheit für |f, (9)| ist dabei jeweils der Maximalwert von |f, {p)| ge- 
wählt worden; der 'Dipol D ist stets auf dem Strahl » = x gelegen zu denken, 
was in den Abbilduugen angedeutet ist. Der Zylinder ist durch einen Kreis 
um den Koordinatenursprung angedeutet, während der das Feld erregende 
Dipol als Punkt auf der Geraden p = x eingezeichnet ist. 
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